Capítulo 1 - Noções de lógica 
Capítulo 2 — Conjuntos 


Capitulo 


Noções de lógica 


1.1 = INTRODUÇÃO 


O objetivo deste capítulo é apresentar algumas noções de lógica, 
necessárias para o bom desenvolvimento do nosso curso. Essa apresentação será 
feita de modo simples e pouco rigoroso, pois um tratamento rigoroso exigiria não 
um, mas vários capítulos, o que certamente não é conveniente, uma vez que o 
nosso curso não pretende ser um curso de lógica e sim de matemática. Além do 
mais, seria pouco didático tentar esgotar o assunto para o principiante. Realmente, 
parece que o melhor modo de estudar um assunto novo é fazê-lo pelo menos em 
dois níveis: numa primeira abordagem, o estudo deve ser feito do modo mais 
intuitivo possível e vendo, o mais rápido possível, algumas aplicações; numa 
segunda abordagem, tenta-se ir mais a fundo. 


1.2 - SENTENÇAS 


Na linguagem natural encontramos vários tipos de sentenças: declarativas, 
interrogativas, exclamativas etc. O que distingue a sentença declarativa das outras 
é o fato de poder ser verdadeira ou falsa. 


Exemplo 


Considere as seguintes sentenças: 

a) Vá tomar banho. 

b) Que dia é hoje? 

c) Não ponha a mão aí. 

d) Todos os homens são corruptos. 

e) Alguns estudantes são relaxados. 

f) 4+3>9 

9) 5<2 

h) O Brasil não é um país da América Latina. 
) 5+2=7e7-4=1 


As sentenças a, b e c não são declarativas, pois não faz sentido dizer que 
são verdadeiras ou falsas. As outras são declarativas. 

Para nós só interessarão as sentenças declarativas e, assim, daqui em 
diante, ao usarmos a palavra “sentença”, entenda-se “sentença declarativa”. 

Os valores “verdadeiro” e “falso” são chamados valores de verdade (ou, 
“valores lógicos”). 


1.3 - SENTENÇAS ABERTAS 


Uma sentença aberta é uma expressão que pode ser obtida de uma 


sentença, substituindo alguns (ou todos) nomes por variáveis (variáveis são letras 
do alfabeto). 


Consideremos por exemplo a sentença: 
“José é loiro.” 
Se substituirmos o nome José pela variável x obteremos a sentença aberta: 
“x é loiro.” 


a qual não é, obviamente, verdadeira nem falsa, 


Outros exemplos de sentenças abertas: 
a) x+4>7 

b) x-y=15 

c) xéirmão de y. 

d) Sex é irmão de y então x é filho de z. 


É importante notar que uma sentença aberta pode ter mais de uma variável. 


Exercícios Resolvidos 


1.1) 


1.2) 
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Das sentenças abaixo, diga quais são declarativas: 
a) Bom Natal! 

b) João não é irmão de Antônio. 

c) Você gosta de sorvete? 

d) Resolva este problema. 


Solução 


a) Esta sentença está apenas expressando um desejo, não sendo, pois, 
verdadeira nem falsa. Assim, não é uma sentença declarativa. 

b) Após uma investigação poderemos decidir se João é ou no irmão de 
Antônio e, portanto, poderemos classificar a sentença em verdadeira ou 
falsa. Assim, esta é uma sentença declarativa. 

c) Esta sentença não poderá ser verdadeira nem falsa e, assim, não é 
declarativa. 

d) Esta sentença também pode ser classificada em verdadeira ou falsa e, 
portanto, é declarativa. 


Das expressões abaixo, diga se são sentenças declarativas ou sentenças 
abertas: 


a) 4+6=11 
b) x-3=2 
c) 4-x<7 


d) 4>9e5+2=1 


Solução 


São declarativas: a e d 
São abertas: be c 


Exercícios Propostos 


1.3) Das sentenças abaixo, diga quais são declarativas: 
a) 4+9=8 
b) Se4<2então5>9 
c) Onde estamos? 
d) Não é verdade que 5 +2 =7 
e) Vá embora. 
f) Todos os homens são mortais. 


1.4) Das expressões abaixo, diga quais são sentenças declarativas e quais são 
sentenças abertas: 
a) X-5x+6>0 
b) 4x-5=0 
c) 3+4=12 
d) Sex=8então4=5 
e) 4>1e7=4 


1.4 - SENTENÇA ABERTA COM UMA VARIÁVEL 


Consideremos agora uma sentença aberta de apenas uma variável. 
Suponhamos que ao colocarmos o nome de um elemento no lugar da variável, 
obtenhamos uma sentença verdadeira; diremos então que o elemento satisfaz a 
sentença aberta. 

O conjunto de todos os elementos cujos nomes poderão ser colocados no 
lugar da variável será denominado conjunto-universo, o qual simbolizaremos por 
U. 

O conjunto dos elementos de U que satisfazem a sentença aberta será 
chamado conjunto-verdade (ou conjunto-solução) da sentença aberta, sendo 
simbolizados por V (ou por S). 


Exemplos 


a) Seja a sentença aberta: 2 =9eU=(1;-1;2;-2:3;-3). 
Os elementos de U que satisfazem a sentença aberta são 3 e —3. Assim, 
o conjunto-verdade é: 
V=(3,-3) 
b) Seja a sentença aberta xX=9eU=(1;2;3;4;5). 
Neste caso, o único elemento de U que satisfaz a sentença dada é 3 e 
assim temos: 
V=(3) 
Os exemplos ressaltam que o conjunto-verdade de uma sentença aberta 
depende do conjunto-universo adotado. 


1.5 — SENTENÇA ABERTA COM VÁRIAS VARIÁVEIS 


Se a sentença aberta tiver duas variáveis, o conjunto-universo e o conjunto- 
verdade serão conjuntos de pares ordenados, sendo as variáveis substituídas em 
ordem alfabética. 
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Exemplo 


Considere a sentença aberta: 

2x+y=10€U=((1;8); (8; 1); (2; 6); (3; 5)) 

Vemos que o par (1; 8) satisfaz a sentença aberta, pois substituindo x por 1 
e y por 8 obtemos uma sentença verdadeira. O par (8; 1) não satisfaz a sentença 
aberta, pois substituindo x por 8 e y por 1 obtemos uma sentença falsa. Vemos 
ainda que o par (2; 6) satisfaz e o par (3; 5) não satisfaz. Assim, o conjunto- 
verdade é: 

V=((1;8); (2,6) 

Se a sentença aberta tiver três variáveis, trabalharemos com trincas 
ordenadas; se tiver quatro variáveis, trabalharemos com quádruplas ordenadas e 
assim por diante, sempre respeitando a ordem alfabética ao efetuarmos as 
substituições. 


1.6 - EQUAÇÕES E INEQUAÇÕES 


Equações são sentenças abertas que exprimem igualdade. Assim, por 
exemplo, as sentenças abertas: 


4x-1=7, 3=4x+1, Vx-1=9 
são equações. . 
Dizemos que uma equação é uma identidade se e somente se o conjunto- 


verdade é igual ao conjunto-universo, isto é, a equação é satisfeita para todos os 
elementos do universo. 


Exemplos 


a) Considere a equação: x + x = 2x. É óbvio que esta equação será 
satisfeita para qualquer número. Dizemos então que é uma identidade. 

b) A equação (x + y)? = x? + 2xy + y? é uma identidade muito conhecida. 

c) Considere a equação x = 9 e o universo U = (0; 1; 2; 3; 4). O conjunto- 
verdade desta equação é V = (3). Como o conjunto-verdade não coincide 
com o universo, então a equação não é uma identidade (em relação ao 
universo dado). 

d) Considere novamente a equação x? = 9 e o universo U' = (3; -3). Neste 
caso, todos os elementos do universo satisfazem a equação. Diremos 
então que a equação x? = 9 é uma identidade em relação ao universo 
U'=(3:=3) 


Os exemplos c e d, acima, ressaltam que uma equação pode ser identidade 
em relação a um universo, mas pode não ser identidade em relação a outro 
universo. 


Inequações são sentenças abertas que exprimem desigualdade. 
Assim, por exemplo, as sentenças abertas abaixo são inequações: 
a) x>3 (x é maior que 3) 

b) x<y (x é menor que y) 

c) x+y * 4(xmais y é diferente de 4) 

d) x > y (xé maior ou igual a y) 

e) x<y(xé menor ou igual a y) 
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Observações: 


1) Consideremos as desigualdades a > b e c > d. Costuma-se dizer que 
elas têm o mesmo sentido. Consideremos agora as desigualdades 
a>bec<d. E costume dizer que elas têm sentidos opostos. 

2) Por uma questão de “costume”, lemos a desigualdade: 

a>b 
do seguinte modo: “a é maior que b”. No entanto, dizer que “a >b" é a 


mesma coisa que dizer que “b < a”. Assim, obviamente, podemos ler a 
desigualdade: 


a>b 
de qualquer um dos seguintes modos: 


“a é maior que b” 
“b é menor que a” 


Exercícios Resolvidos 


1.5) 


1.6) 


Dê o conjunto-verdade de cada uma das sentenças abertas abaixo (em 
relação ao universo indicado): 

a) x-3=7 U= pie dA 

bx-2>3 U 


Solução 


a) Dos elementos de U, o único que satisfaz a sentença aberta é 10. Assim: 
V=(10) 

b) V=(6;7;8;9) 

co) V=(4;-4) 

d) Embora tenhamos a mesma sentença aberta do item anterior, o 
conjunto-verdade neste caso será diferente do anterior, pois aqui o único 
elemento de U que satisfaz é 4. Assim: V = (4) 


Dê o conjunto-verdade de cada sentença aberta (em relação ao universo 
indicado): 

a) x-y=1 U=((5; 4) (4,5); (7; 2); (10; 9) 

b) x>y U=((1; 2); (2; 1); (5; 2)) 

O x+y>z U=((1,3;2);(2:3;7);(4;3;3)) 


Solução 


a) Os únicos pares ordenados que satisfazem são (5; 4) e (10; 9). 
Portanto V = ((5; 4); (10; 9)) 
É conveniente destacar que, neste caso, o par ordenado (5; 4) satisfaz a 
sentança aberta, enquanto o par ordenado (4; 5) não satisfaz. 
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b) Neste caso, os pares ordenados que satisfazem são (2; 1) e (5; 2). 
Portanto V = ((2; 1); (5; 2)) 
c) Façamos as substituições para verificarmos as trincas ordenadas que 


satisfazem: 

x+y>z 
(1,3; 2) 1+3>2 verdade 
(2:3;7) 2+3>7 falso 
(4;3;3) 4+3>3 verdade 


Portanto: V=((1;3;2);(4;3; 3) 


Exercícios Propostos 


1.7) Dêo conjunto-verdade de cada sentença aberta: 


a) 4+x=9 U=(3,5;7;9;10 

b) x+2>7 U=(4; 7,8;9) 

C) x+2>7 U=(5; 8) 

d) x=4 U=(-1,-2;-3; +1,+2;+3) 
1.8) Dêo conjunto-verdade de cada sentença aberta: 

a) x-y=2 U=((10; 8); (5; 3); (3; 5); (2; 0) 

b) y-x=1 U=((8; 7); (4; 5); (1; 0); (0; 1)) 


e) 2x-y>z U=((1,2;3);(4;2;3); (1,0; 1) 


1.7 - QUANTIFICADORES 


A partir de uma sentença aberta, podemos obter uma sentença de dois 
modos: 
1º) substituindo as variáveis por nomes. 
2º) usando os quantificadores 
Quantificadores são expressões do tipo: 
“Existe um x tal que...” 
“Para todo x...” 


Exemplo 
Consideremos a sentença aberta: x + 3 = 10. Podemos substituir a variável 
por nomes, obtendo sentenças como, por exemplo: 
4+3=10,8+3=10 etc. 
Podemos, também, recorrer ao uso dos quantificadores, obtendo a sentença 
“Existe um x tal que x + 3 = 10” 
que obviamente é verdadeira, e a sentença 
“Para todo x, x + 3 = 10" 


que obviamente é falsa. 
Podemos usar vários quantificadores em uma mesma sentença. 
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Exemplo 


z' Para todo x, existe um y tal que x > y. 
2) Para todo xe para todo y, x <y. 


O quantificador “Para todo x..” é chamado quantificador universal e é 
simbolizado por Y x (costuma ser lido também: “qualquer que seja X...”). 

O quantificador “Existe um x tal que...” é chamado (quantificador 
existencial)e é simbolizado por 3x. . 

Assim, a sentença “Existe um x tal que x > 7” pode ser simbolizada por: 


N 3x, x>7 
e asentença “Para todo x, x + 3 = 10” pode ser simbolizada por: 
Vx,x+3=10 


É conveniente observar que quando dizemos: “Existe um x tal que...” não 
estamos dizendo que esse x é único. Por exemplo, a sentença: 


“Existe um x tal que x > 7” 


é verdadeira, embora haja mais de um número que é maior que 7. 
Alguns autores representam a expressão 


“Existe um único x tal que...” pelo símbolo 3x. 


1.8 - USO IMPLÍCITO DO QUANTIFICADOR UNIVERSAL 


Algumas vezes ocorre que O quantificador universal é omitido. Por exemplo, 
é muito comum em livros de matemática encontrarmos a propriedade comutativa 
da multiplicação de números reais expressa assim: 


“Sendo x e y números reais, xy = yx” 
quando, a rigor, deveria ser expressa assim: 
“Sendo x e y números reais, Vx, Vy,xy = yx” 
Desde que não haja perigo de confusão, o quantificador universal poderá 
ser omitido. 


1.9- CONECTIVOS 


A partir de sentenças simples (atômicas) podemos formar sentenças 
compostas (moleculares) usando os conectivos. Os conectivos que 
consideraremos são os seguintes: 


Le lou se... então | se e somente se não 


Por exemplo, consideremos as seguintes sentenças simples: 
“João é loiro.” 
“José é inteligente.” 
Usando o conectivo e podemos formar a sentença molecular: 
“João é loiro e José é inteligente.” 


Usando o conectivo se... então..., podemos formar a seguinte sentença 
molecular: 


“Se João é loiro, então José é inteligente.” 


15 


Consideremos agora a sentença simples: 
“4 é igual a 3º 
Usando o conectivo não, podemos formar a seguinte sentença molecular: 
“4 não é igual a 3º 
Nos itens seguintes analisaremos com mais detalhe cada conectivo. 


1.10 - CONECTIVO “e” 


O conectivo e costuma ser representado pelo símbolo a. Assim, se p 
representa a sentença 


“João é loiro” 
e q representa a sentença 
“José é inteligente”, 
a sentença composta 


“João é loiro e José é inteligente” 


será representada por: 
Pag 


A sentença p A q é chamada conjunção das sentenças p e q. 

Considera-se que a sentença p a q será verdadeira apenas no caso em que 
tanto p como q forem verdadeiras. Se uma delas (ou ambas) for falsa, a sentença 
pa q será considerada falsa. Usando o simbolo V para “verdadeira” e F para 
“falsa”, podemos resumir o que foi dito acima através da chamada tabela-verdade: 


Sa = Des) ao: 
Cuca [Dios 
SRA E 


Exemplos 


a) A sentença molecular “4 = 3 + 1 e 5 > 2º é verdadeira, pois a sentença 
atômica “4 = 3 + 1º é verdadeira e a sentença atômica “5 > 2" também é 
verdadeira. 


b) Seja p a sentença 4 > 3 e q a sentença 7 < 5. A sentença p é verdadeira 
e a sentença q é falsa. Assim, a sentença molecular p a q é falsa. 


Observação: A “sentença” composta a < ba b < c pode ser representada 
de modo mais sintético do seguinte modo: a < b< c 


16 


1.11 - CONECTIVO “ou” 


A palavra ou na linguagem natural pode aparecer com dois sentidos: 
=:2 .sivo e inclusivo. 
O sentido exclusivo aparece no seguinte exemplo: 
“Depois de terminadas as provas, o aluno será aprovado ou será reprovado.” 
Neste caso, obviamente, não se admite que as duas possibilidades possam 
ser verdadéiras: ser aprovado e ser reprovado; uma possibilidade exclui a outra. 
O sentido inclusivo aparece no seguinte exemplo: 


“O cheque será pago desde que contenha a assinatura de João ou de Antônio.” 


Neste caso entendemos que se o cheque contiver apenas a assinatura de 
João, ele será pago. Se contiver apenas a assinatura de Antônio, ele será pago. 
Mas, se contiver ambas as assinaturas, é óbvio que também será pago. Portanto 
estamos diante de um caso em que podem ocorrer as duas possibilidades, 
enquanto que no caso do “ou” exclusivo não podem ocorrer as duas 
possibilidades. 

Como curiosidade vale a pena destacar que em latim há duas palavras 
diferentes para os dois sentidos de ou: 


vel para o ou inclusivo e aut para o ou exclusivo 


Daqui em diante usaremos apenas o “ou” inclusivo e o simbolizaremos por 
v (inicial da palavra “vel”. 

Sendo p e q sentenças, a sentença “p v q” é chamada disjunção de p e q. 

A sentença “pv q” é considerada falsa apenas quando tanto “p" como “q” 
são falsas. Em qualquer outra situação, “pv q” é considerada verdadeira. Isto pode 
ser esquematizado através de uma tabela-verdade: 


Ts So 
n<n<|a 


Exemplos 


a) Asentença:'4+2=60u5>1"é verdadeira. 
b) Asentença: “4 +2=60u 5 > 9” é verdadeira. 
c) A sentença: “6 <2 ou 7 > 3" é verdadeira. 

d) Asentença:“7 <50u3> 8" é falsa. 


Observação: A “sentença” composta “a<b v a =b” pode ser representada 
por “a <b”. Do mesmo modo, a > b representa “a > bva=b”. 


1.12 - CONECTIVO “não” 
Dada uma sentença p, podemos formar a negação de p do seguinte modo: 
“é falso que p” 
ou então: “não é verdade que p” 
ou ainda, inserindo a palavra “não” em p. 
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Exemplo 


A negação da setença 


“João é loiro” 


pode ser escrita 


“Não é verdade que João seja loiro” 


ou então 


“É falso que João seja loiro” 


ou ainda: “João não é loiro.” 


A negação de p será indicada por -p e deverá obedecer à seguinte tabela- 


verdade: 


Exercícios Resolvidos 


1.9) 


1.10) 
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p cp 
V F 
F V 


Sendo p a sentença: “Os gatos têm penas” e q a sentença: “José é 
estudioso”, traduza para a linguagem natural as seguintes sentenças: 

a) -p 

b) -q 

e) paq 

a) pva 

e) pa-q 

9 -pv-q 


Solução 


a) Os gatos não têm penas. 

b) José não é estudioso. 

e) Os gatos têm penas e José é estudioso. 

d) Os gatos têm penas ou José é estudioso. 

e) Os gatos têm penas e José não é estudioso. 

f) Os gatos não têm penas ou José não é estudioso. 


Sendo p a sentença: “José é alto” é qa sentença: “Pedro é baixo”, simbolize 
as seguintes sentenças da linguagem natural: 

a) Pedro é baixo e José é alto. 

b) Pedro é baixo ou José é alto. 

c) Pedro não é baixo. 

d) José é alto e Pedro não é baixo. 

e) José não é alto ou Pedro não é baixo. 


Solução 


a) gap 

b) qvp 

c) -q 

d) pa-q 
e) -pv-q 


1.11) 


Sendo p a sentença: “João é alto” e q a sentença: “João é loiro”, simbolize 
as seguintes sentenças: 

a) João é alto e loiro. 

b) É falso que João seja alto e loiro. 

e) Não é verdade que João seja alto ou loiro. 

d) João é alto, mas não é loiro. 


. e) João não é alto nem loiro. 


Solução 


a) paq 

b) “(pn a) 
o) -(pv a) 
d) pa-q 
e) -pa-q 


Exercícios Propostos 


1.12) 


1.13) 


113- 


Sendo p a sentença: “Salvador fica na Bahia” e q a sentença: “Pássaros 
voam”, traduza para a linguagem natural: 


h) -(pn 9) 


Sendo p a sentença: “Pedro é moreno” e q a sentença: “Maria é bonita” 
simbolize as sentenças: 

a) Pedro é moreno e Maria é bonita. 

b) Pedro não é moreno e Maria não é bonita. 

c) Não é verdade que Pedro seja moreno e Maria seja bonita. 

d) Maria não é bonita ou Pedro é moreno. 


CONECTIVO “se... então...” 


Sejam duas sentenças p e q. A sentença: 
“Se p então q” 


é denominada condicional e é representada por: 


p=a 
Assim, por exemplo, a sentença: 
“Se João é alto então Maria é loira.” 


pode ser escrita assim: 


João é alto = Maria é loira 
O condicional p > q pode ser lido também de um dos seguintes modos: 
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1º) p implica q 

2º) p somente se q 

3º) p é condição suficiente para q 
4º) q é condição necessária para p 


A sentença p => q só é considerada falsa quando p é verdadeira e q é falsa. 
Nos outros casos é verdadeira. Assim, a tabela-verdade é: 


p q | p=q 
v v v 
v F FO 
F V Va 
LE F V 


Exemplos 


a) Asentença'5>2=>3+1=4” é verdadeira. 
b) Asentença'12>7 > 3<2 é falsa. 

c) Asentença'5<2=>7=2+5" é verdadeira. 
d) A sentença “5 <2 => 1 >3" é verdadeira. 


1.14- CONECTIVO “se e somente se” 


A sentença composta: 
P>qnq7>p 
pode ser escrita de modo mais sintético: 
pq 
Esta última é chamada bicondicional e pode ser lida dos seguintes modos: 
1º) p se e somente se q 
2º) qse e somente se p 
3º) p é equivalente a q 
4º) q é equivalente a p 
5º) p é condição necessária e suficiente para q 
6º) q é condição necessária e suficiente para p 


Exemplos 
a) A sentença "x é par se e somente se x? é par” pode ser escrita: 
xépar o xépar 


b) A sentença “A condição necessária e suficiente para que 5 > 2 é que 
3<7” pode ser escrita: 
5>2 5 3<7 


A tabela-verdade de p > q é: 


Tn <<I|o 
sim 
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isto é, para que po q seja verdadeira devemos ter p e q ambas verdadeiras ou 
ambas falsas. 


Exercícios Resolvidos 


1.14) 


1.15) 


Sendo p a sentença “Maria é loira”, q a sentença “João éalo'era 
sentença 

“José é inteligente”, simbolize as seguintes sentenças: 

a) Se João é alto então Maria é loira. 

b) José é inteligente se João é alto. 

c) Maria é loira implica João é alto. 

d) José é inteligente somente se Maria é loira. 

e) Maria é loira é condição suficiente para que João seja alto. 

f) Maria é loira é condiçao necessária para que João seja alto. 

9) Maria é loira é condição necessária e suficiente para que João seja alto. 


Solução 


a) q=>P 
b) Reparemos primeiramente que esta sentença pode ser escrita assim: 


“Se João é alto então José é inteligente” 
Portanto seu símbolo é q =. . 
c) p=>9 
d) r>p 
e) p=>q 
9 q>P 
9) p>q 


Consideremos as sentenças p, q, res dadas por: 
(p)4>3 

(1) 2>6 

(9) 5<9 

(s)7>9 

Dê o valor verdadeiro ou falso às sentenças: 


a) p= 
b) p>r 
co) p>s 
d) r>q 
eras 
9 pSq 
9 por 
hros 


Solução 


Confrontando com as tabelas-verdade obtemos: 
a) V 
b) F 
e) F 
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a) V 
e) V 
BY 
9) F 
h) v 


1.16) Sendo p, qer sentenças, determine a tabela-verdade das seguintes 
sentenças moleculares: 
a) =(pa -q) 
b) (pr 9) v (par 


Solução 
a) 
p q à |PA-a | (para) 
V V E la V nt 
V F V V E 
F v F F o 
F F v E mM 
b) r Hi 7 
p q FP [pAa [par [LAN (pan 
v v v v vm Mi 
V V E V F Mi 
v F v F v lv, 
v F F F F br 
F v v F F Ri 
F / F F F il 
F F v F F [a 
F F F F F O 
1.17) Considere a sentença p: “Todos os coelhos usam óculos”, 
Qual das duas sentenças abaixo é a negação de p? 


q: “Nenhum coelho usa óculos.” 
r: “Existe pelo menos um coelho que não usa óculos." 


Solução 


Lembremos que a negação de p obedece a tabela-verdade abaixo, isto é, 
quando p é verdadeira, -p é falsa, e quando p é falsa, =p é verdadeira. 


Pp -p 
V F 
F V 


22 


ça q não é a negação de p, pois poderia ocorrer de p e q serem 
neamente falsas. Para tanto, bastaria que houvesse, por exemplo, 
dois coelhos que usassem óculos. A sentença r é a negação de 
é fácil perceber que quando p for verdadeira, r será falsa e quando p 


isa, r será verdadeira. 


Exercícios Propostos 


1.18) Consideremos as sentenças p, q, re s dadas por: 


fica 7<9 

omente se 4= 7 

3<2 é condição necessária para que 7<9 

3 <2 é condição suficiente para que 7 < 9 

A condição necessária para que 4 = TéqueB>6 

A condição suficiente para que 3 < 2 é que 7 < 9 

i) A condição necessária e suficiente para que 7<9éque3<2 
j) 4=7é equivalentea 7 <9 


ze>00 008 


1.19) Sendo p, q, res as sentenças do exercicio anterior, dê o valor verdadeiro 


ou falso: 

a) p= 
b) n=S 
co r>p 
ros 
e) poq 
ff roq 
9) -p=q 
h -r>s 
) -r=>5-q 
» (159) 
k) (pos) 
D (pad=>(rva) 


1.20) Construa as tabelas-verdade das seguintes sentenças moleculares: 


a) (pa g)v (1) 
b) (pv) =(rAp) 


1.21) Dê a negação de cada sentença: 
a) Todos os marcianos usam camisola. 
b) Nenhum camelo tem rabo. 
c) Existe pelo menos um habitante na Lua. 
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Capitulo 


Conjuntos 


2.1 = INTRODUÇÃO 


Para apresentarmos rigorosamente o conceito de conjunto, deveríamos 
recorrer a um tratamento axiomático, o que foge ao nível do nosso curso. Assim, 
contentar-nos-emos com uma idéia intuitiva e aproximada: conjunto é coleção de 
objetos. Os objetos que formam um conjunto são os seus elementos. De modo 
geral, os objetos que formam um conjunto podem ser de qualquer tipo: números, 
países, pessoas, pontos etc. 

E usual representar os conjuntos por letras maiúsculas e os elementos por 
letras minúsculas. Se quisermos indicar que o objeto a é elemento do conjunto A 
escreveremos: 

acA 
que podemos ler: “a pertence a A”. 

Se o objeto a não é elemento de A, escrevemos: 

agaA 
que pode ser lido: “a não pertence a A”. 

Um dos modos de se representar um conjunto é escrever os nomes de seus 
elementos entre chaves. Assim, por exemplo, o conjunto formado pelos números 3, 
6e 7 pode ser representado por: 

A=(3,6;7) 

Este modo de representar pode, em certos casos, ser usado mesmo que 
haja um número elevado de elementos. Por exemplo, o conjunto dos números 
inteiros que vão de 1 a 800 pode ser assim representado: 

B=(1,2;3;4;...: 800) 

Em alguns casos, este modo de representação pode ser usado para 
conjuntos infinitos. Como exemplo, podemos representar o conjunto de todos os 
números inteiros maiores que 7: 

C=(8,9/10;11;..) 

Um outro modo de representar um conjunto é dando uma sentença aberta 
que seus elementos devem satisfazer. Assim, por exemplo, o conjunto dos estados 
do Brasil pode ser representado por: 


A=(x|x é estado do Brasil) 


que lemos: “A é o conjunto dos x tais que x é estado do Brasil.” 
Note que a barra vertical “|” é lida “tal que”. 
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Exemplo 


Consideremos o conjunto dos números naturais: N=(0;1;2;3;.Jeseja A o 
conjunto dos números naturais menores que 6. Podemos representar o conjunto A 
por: 

A=(0,1;2:3,4;5) 
ou então: 
A=txe N| x<6) 
que lemos: “A é o conjunto dos x pertencentes a N, tais que x< 6.” 


Alguns autores usam, no lugar da barra vertical, dois pontos ou então ponto 
e vírgula. Assim, o conjunto: 4 
A=(xeN|x<6) 
pode também ser representado por: 
A=(xeN:x<6)ouA=(xeN;x<6) 


2.2 - IGUALDADE DE CONJUNTOS 


Dizemos que os conjuntos A e B são iguais se e somente se possuem os 
mesmos elementos, isto é, todo elemento de A é também elemento de B e todo 
elemento de B é também elemento de A. Para indicar que A é igual a B 
escrevemos: 


AsB 
Observe que, quando escrevemos A = B, A e B são o mesmo conjunto, isto 
é, Ae B são nomes diferentes de um mesmo conjunto. 


Exemplo 


a) Os conjuntos: A =(3;4;7)e B=(4; 7; 3) são iguais, pois têm os mesmos 
elementos, embora estejam escritos em ordem diferente. 

b) (1,5;6)=(1,5;6,5) 
Repare que neste caso os dois conjuntos têm os mesmos elementos 
(embora em um deles o número 5 esteja representado duas vezes), isto 
é, os dois conjuntos têm três elementos. 


2.3 - O CONJUNTO VAZIO 


Vimos que podemos representar um conjunto dando uma sentença aberta 
que seus elementos devem satisfazer. No entanto pode ocorrer que a sentença 
aberta não seja satisfeita por nenhum elemento. Por exemplo: 


A=(xeN|x=-4) 
Obviamente não há nenhum número natural cujo quadrado seja negativo e 


portanto o conjunto A não possui elementos. Dizemos que o conjunto A é vazio. O 
símbolo do conjunto vazio é 
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24 = ALGUNS CONJUNTOS NUMÉRICOS 


Neste Ilom cllaremos apenas alguns conjuntos numéricos que servirão para 
os nossos primeiros exercicios. Mais adiante citaremos outros conjuntos 
numéricos 

a Ne(0/1,2/9,,,) 

É o conjunto dos números naturais, 

b) Nº (12,3) = (xe Nx 0) 

De modo geral, o asterisco colocado no alto do símbolo de um conjunto 
numórico indica exclusão do zero. 

0) Hm (..,,-3,-2,-1,0,1,2;3,...) 

É o conjunto dos números inteiros. 

d) W=(.;-3-2 11423.) 

0) 2,=(0,123..)=(xeZ|x>0) 

) B=(i-3-2-40)=(xeZ)x<s0) 

9) U=23.)=(xeZ|x>0) 

h) Zi=(..;-3-2;-1=(xeZ|x<0) 


Exercícios Resolvidos 


2.1) Dado o conjunto A = (2; 6; 5; 7), dê o valor verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) 2e A c) 82 A e) (6;7,2;5)=A 
b) 64A d) 9EA f) (2:6,5;7,2:5)=A 


Solução 

a)V o) V e)V 

b) F d) F 9v 

2.2) Dêo valor verdadeiro ou falso: 

a) 4e (2,45) d) (0)=9 9) N=Z 
b) 4e(4) e)-8eN h) Z=N 
o) 4=(4) f) -BeZ ij 0€Z- 
Solução 


a) V 

b) V 

c) F (o elemento 4 não é a mesma coisa que o conjunto formado pelo 
número 4). 

d) O conjunto (0) possui um elemento que é o número zero. Portanto não é 
vazio e assim a sentença é falsa. 


o 
<<n<mn 
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2.3) 


2.4) 
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Represente os seguintes conjuntos enumerando seus elementos: 
a) A=(xeN|x>3) 


b) B=(xeN|x<8) 

co) C=(xeN|3<x<8) 

d) D=(xeN|4<x<11) 

e) E=(xeZ|x>-3) « 
f) F=(xeZ|x<4) 

9) G=(xeZ]-4<x<2) 

h) H=(xeN|xé par" 5<x<18) 


Solução 


Represente os seguintes conjuntos enumerando seus elementos: 
a) A=(xeN|x=2k"ken) 

b) B=(xeN|x=2k+1"keN) 

c) C=(xxépar"*7<x<9) 

d) D=(x:xeN49<x<5) 


Solução 

a) Aqui a variável k pode ser qualquer número natural. Portanto: 
para k =0 temos x=2(0)=0 

para k = 1 temos x=2(1)=2 

para k = 2 temos x = 2(2)=4 

e assim podemos escrever: A = (0,2:4,6;8;..) 


b) Neste caso também, a variável k pode assumir qualquer valor natural. 
Fazendo algumas substituições: 


[k=0>x=2(0)+1=1 
k=1>x=2()+1=3 
k=2>x=2(2)+1=5 


Assim: A =(1:3:5:..) 


“Monta caso, O Único número par que está entre 7e9é0 número 8e 
portanto G = (8). 

dd) Não há nenhum número natural que satisfaça a sentença aberta: 
0 <x<5, portanto D =. 


Exorololos Propostos 


28) Dôovalor de Vou F: 


a) 5c(3/4,5;7) ) 0:09 

b) 7e(3,4/5;7) p7eg 

c) 87 (3,457) k) -5eZ 
d) 10 e (2;4;6; 8) |) -5eZ 
e) 5e (5) m-5eZ- 
9 5=(5) n) 0eZ 

9) 0 e (0) 0) 0e Z* 
h) (0)=9 


2.6) Represente os seguintes conjuntos enumerando seus elementos: 
a) A=(xeN|x<5) 
b) B=(xeN|x>2) 
co) C=(xeN|2<x<5) 
d) D=(xeZ |-5<x<3) 
e) E=(x|xeZ'|-3<x<3) 
9 F=(xixeZ]x>-6) 
9) G=(xeN|x é impare 43 x<8) 
h) H=(xeN|x=3%,keN) 
Do l=(xeN|x=3k+1keN) 
Do J=(xeN|x=2kK-14ke NS 


k) K=(x:xeN,4<x<6) 
) L=(xixeN, 8<x<7) 


2.5 - SUBCONJUNTO 


Consideremos dois conjuntos A e B. Dizemos que A está contido em B se 
+ somente se todo elemento de A é também elemento de B. Para indicar que “A 
está contido em B” escrevemos: 
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Exemplos 
a) Sendo A =(1;2)eB=(1:2:3)temosAcB a 
b) (3;5/6)c(1,2:3/4,5:6) 
e) (3,5:6)c(3;5;6) 
d) (4) c(2:4;6) 


Outros modos de ler A c B são: 


| AeparedoB |. 
A é subconjunto. 98! 
BcontéemA | 


Quando queremos dizer que “A não está contido em B” escrevemos: A ZB. 
Assim, por exemplo, temos: 


13,4) 0 (3; 5; 7) 
Podemos dizer que um conjunto está contido em si mesmo (veja exemplo c 
acima). 


Dizemos que A é subconjunto próprio de B (ou que “A está contido 
propriamente em B") se e somente se 


AcBeAzB 


Exemplos 


a) Sendo A=(3;4)eB=(1;2;3:4)temosAcBeAzB. Portanto 
podemos dizer que A é subconjunto próprio de B. 

b) Dados A=(3:5:6)eB=(5;3:6) temosAcBeA=B. Portanto À é 
subconjunto de B, mas não é subconjunto próprio de B. 


Alguns autores, para indicar que A c B, usam também a notação B > A. 
Vamos dar novamente a definição de subconjunto, de modo mais formal: Sendo A 
e B conjuntos, dizemos que A está contido em B se e somente se 

Wix EA ue B 
Façamos A = 2, Repare que a sentença: 
VxxeDB>xeB 


é verdadeira, pois: 


1º)x e 9 é sempre falsa. 
2º) lembrando das tabelas-verdade, sabemos que uma condicional de 
antecedente falso é sempre verdadeira. 


Portanto, podemos dizer que 9 c B, qualquer que seja o conjunto B, isto é, 
o conjunto vazio está contido em qualquer conjunto. 

É importante não confundir o uso dos símbolos e ec. O primeiro serve para 
indicar que um objeto é elemento de um conjunto. O segundo serve para indicar 
que um conjunto está contido em outro conjunto. 
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20 DIAGHAMAS DE VENN | 
j és dos 
Um bom modo de visualizar q puaçõas aoro o pin E 
Venn (John Venn, Inglós, - : dia 
pr por Peoldos planas interiores a uma curva fechada e simpl 
(amplos, aqui, algnihoa não entrotaçada) 


Enomplos 
a Beja As (8; 8446) 
seA 


ta 
.6 


Baja As (2,3) 0 B = (12:34: 5): Noste caso A CBO AB. 


e) Tomemos agora A = (1;2;3/4)e B=(2:46, 8) A º B têm alguns 


elementos comuns (mas não todos). 


d) Sejam A = (1; 2; 3e B=(4,6;8; 9). Neste caso não há elementos 


comuns. 
4 E] 
. 
.8 
.9 
Exercícios Resolvidos 
=(2:3:6), dê o valor V ou F: 
de E j d) (:B)cA 9 Deh 
b) 2cA e) jeA h dc 
c) 2;6)eA f) L)cA a 


2.8) 


2.9) 


2.10) 


211) 
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Solução 


a) V o) F e) F 
dd 9) 5 v Bv 


Dê o valor de V ou F: 


a) (35; 7) (3,4,5,8) e) Dc(2;3) 
b) (3,5; 7)c (3,57) f) NcZ 
o) (2;3;4,5)5(3;5) 9) Z-c N 
d) (35) (2: 3:4:5) hn Z;2N 
Solução 
a) F o) V ev 
E 
b) V ad) V 9 v 4 F 
Dê o valor de V ou F: 
a) (2; 3) é subconjunto de (1; 2; 3; 4) 
b) (2; 3) é subconjunto próprio de (1; 2; 3; 4) 
e) (3; 5; 9) é subconjunto de (3; 5; 9) 
d) (3; 5; 9) é subconjunto próprio de (3; 5; 9) 
Solução 
a) V b) V [A d) F 


Sendo A, Be C conjuntos quaisquer, dê o valor de V ou F: 


a) ACBÊBCCS5ACC 
b) ACBÉBCASA=B 
o) ACODSA=O 


Solução 
av b) V o) V 


Considere as seguintes sentenças: 


1º) Nenhum esportista é preguiçoso. 
2º) Carlos é advogado. 
3º) Todos os advogados são preguiçosos. 


Admitindo que as três senten i i 
à ças são verdadeiras, verifi 
sentenças a seguir é certamente verdadeira: pipa ER 


a) Todos os preguiçosos são advogados. 
b) Algum esportista é advogado. 

e) Alguns advogados são esportistas. 

d) Carlos não é esportista. 


Bolugão 
A = conjunto dos advogados 
Bajam/E = conjunto dos esportistas 
P = conjunto dos preguiçosos 
Das premissas (premissas são as sentenças iniciais, supostas verdadeiras) 
conclulmos que o diagrama dos conjuntos é: 


Esta não pode ser considerada obrigatoriamente verdadeira, pois o que 
sabemos é que “todos os advogados são preguiçosos” (isto é, A c P), 
mas ninguém nos garante que todos os preguiçosos são advogados (isto 
é, PcA). 

b) Não há elemento comum aos conjun 


falsa. 
c) Pela mesma razão anterior, a sentença c é falsa. 


d) A sentença d é verdadeira. 


a) 


tos P e E. Portanto, a sentença b é 


Exorcícios Propostos 


2.12) Sendo A =(1;2;4;6;9), dêo valor de V ou F: 


a) 4E A ) 42:5)cA 

b) 4cA ) (ZNLA 

o) (2i9e A k) NeZ 

d) (249c A |) 42; 1) é subconjunto de A 


m) (2; 1) é subconjunto próprio de À 


e) (4)e A 

f) (4cA n) (1; 2; 4; 9; 6) é subconjunto de A 

9) DEA 0) (1; 2; 4: 9; 6) é subconjunto próprio de A 
h) ZcA 


2.13) Considere as seguintes premissas: 


(|) Quem sabe caçar borboletas não é engraçado. 
(Il) Coelhos não sabem andar de bicicleta. 
(Il) Quem não sabe andar de bicicleta é engraçado. 


Dentre as sentenças a seguir, diga qual pode ser conclusão das premissas: 


a) Quem não sabe andar de bicicleta é coelho. 

b) Quem sabe andar de bicicleta não é engraçado. 

c) Quem não sabe caçar borboletas é engraçado. 

d) Coelhos não sabem caçar borboletas. 

e) As pessoas engraçadas não sabem andar de bibicleta. 
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2.14) Dadas as premissas: 
(1) Todos os médicos são pobres. 
(Il) Artistas são chatos. 
(Il) Margarido é médico. 
(IV) Nenhum chato é pobre. 


Assinale entre as sentenças a seguir aquela que pode ser considerada uma 
conclusão das premissas: 

a) Alguns pobres são chatos. 

b) Margarido não é artista. 

c) Existe pelo menos um médico que é artista. 

d) Alguns artistas são pobres. 


2.7 - CONJUNTO UNIVERSO 


De modo geral, nas aplicações da teoria dos conjuntos, todos os conjuntos 
considerados são subconjuntos de um mesmo conjunto U denominado conjunto- 
universo. Nos diagramas é “usual” representar o universo por um retângulo e 


dentro dele os seus subconjuntos. Assim, por exemplo, sendo U = N,A=(3;4,5)e 
B=(4;5; 7; 9) temos: 


2.8 - INTERSEÇÃO DE CONJUNTOS 


Sejam os conjuntos A e B subconjuntos de U. A interseção de Ae Béo 
conjunto formado por todos os elementos de U, comunsa Ae B. A interseção de A 
e B é indicada por: de 

AnB 
que podemos ler: “A inter B”. 


Exemplos 
a) Dados A=(1;2;3;4)e B=(2; 4: 6), os elementos comuns a A e B são 2 
e 4, Assim: 
AnB=(2:4) 
No diagrama a interseção está sombreada. 
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b) CopumA=(3;4)eB=(1,23;4; 5). Neste caso os elementos comuns 
“são 3 4,e portanto: 
AnB=(3;4) 
Ropare que, neste caso, A c Be assim An B=aA. 
No diagrama a interseção está sombreada. 


c) SejamA=(3;5)eB=(6; 8). Aqui não há elementos comuns e então a 


interseção é vazia: 
AnB=g 


[B|] 


Consideremos dois conjuntos A e B tais que An B = 2. Neste caso dizemos 


disjuntos. É o que acontece no exemplo (o) acima. . 
ii pes = E formal, podemos dar a definição de interseção de conjuntos 


do seguinte modo: 


2.9 - UNIÃO DE CONJUNTOS a 
j juntos de U. A união (ou 
ideremos os conjuntos A e B, ambos subconjun 
ERR AeBéo conjunto de todos os elementos deU que pertencem a pelo 
menos um dos dois conjuntos. A união de A e B é indicada por: 


quo podemos ler: “A união B”. 
De modo mais formal: 


Exemplos 
a) A=(1;2;3;4) 
B=(3;4;5;6) 
AUB=(1,2;3,45;6) 
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A união de A e B está sombreada no diagrama. 


PEDE RI NÇA 


Sejam A o B subconjuntos de U, A diferença entre A é o conjunto dos 
elementos do A que não pertencem a B, isto é, é o conjunto de todos os elementos 
de A com axcoção dos que são comuns a A e B. A diferença entre A e B é indicada 
pol 


A=B 


Temos então: 


“feno 
AUVB= (1 2;7,3;5:6) E 
a) À 
B 
A 


o) A=(3;4) 
B=(1,2/3;4) 
AUB=(3,4/1;2) 


b) A=(1;2;3;4:5) 
B= “e 


2.10 - PROPRIEDADES 
Sejam A, Be C subconj 


ERP e untos quaisquer de U. É fácil verificar as seguintes 
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d) A=(2:3;4/5) 
B=(1:2;3:4:5) 
A-B=0 


É importante observar que, emgeral, A-BzB-aA. 


2.12 - COMPLEMENTAR 


Sejam A e B subconjuntos de U tais que A c B. Neste caso, a diferença 
B-— A é denominada complementar de A em B e é indicada por; 


cê 


Temos então: 


Exemplo 


Tomemos os conjuntos A = (3; 5)e B=(1;2:3;4;5) Neste caso Ac Be 
portanto a diferença B — A pode ser chamada de “complementar de A em B”. 
B-A=Cg =(1,2;4) 
No diagrama está sombreado Cê ' 


Quando quisermos o complementar de A em U, podemos usar uma das 
notações: 


Cg=Ca=A'=Ã 
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“11 [PROPRIEDADES 


sojam A, Be C subconjuntos quaisquer de U. Valem as seguintes 
proprodades: 


E - ha nascido na Índia 
Obsorvação: Augustus De Morgan (1806-1871) embora ten! , 
era de família e formação inglesas. Juntamente com George Boole (inglês, 1815- 
1864) é considerado o iniciador da lógica moderna. 
Exercícios Resolvidos 


2.15) Dados: A = (2;5; 79,8, B=(7,9:6/4), C=(2:4:5/6;7,8,9)e D=(9:6,0) 


1), determine: F 
a) AnB d) An(BUD) 9) Ce 
b) AUB eJA-B h) cê 
c) AU(BnD) f) B-A 
Solução 
a) (7,9 e) (2;5;8) 
b) (2;5:7,9;8;6,4) 1) 18,4) 
0) (25; 7,9: 8,6) 9) (4,6) 
a) 17,9) h) 12; 5; 8) 
2 16) Nos diagramas abaixo, sombreie as di ei pedidas: 
a) 
CO 
ANB 
c) d) 
“Eu “a 
A-B BA 
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(AU BJNC 
Solução 


a) Em primeiro lugar sombreamos A U B: 


Em seguida fazemo: 


s a interseção da região sombreada com C. obtendo 
finalmente: 


b) A operação de interseção é associativa, isto é, tanto faz obter (Am Bjnc 
como An (Bm C). O 


que queremos é a região comum aos três conjuntos. 
Portanto: 
40 


Solução E 
a) Aqui temos A c B; portanto existe cê que é dado por B— A. 


b) Neste caso A q B e portanto não existe CÊ embora exista a diferença 
B-A. á 
c) Para este caso, B «q A e assim não está definido Ca . 


2.19) Sombreie as regiões pedidas: 


b) 
a) [Mes 
o | 
y ) 


(ANBy 


Solução 
= CO sU=A 
a) A'= Cy 4 


b) Façamos primeiramente A n B (figura a) e em seguida o complementar 
de An B (figura b). 


(fig. a) (fig. b) 


Exercícios Propostos 


1,3/5/7/9), C=(3,4/6),D=(1;5;48)e 


2.20) Dados A = (2; 4; 
5; letermine: 


E=(1,2:3,4/5;6; 
a) BUC 

b) Bac 

e) AU(BnC) 
d) (ANC)UD 
e) AnB 

f) AUCUD 
9) AnCaD 
h) A-C 

j C-A 

D ce 

k) na) 

b E-(BAc) 


6;8;1 
7;8,9,10) 


os 


2.21) Sejam A e B subconjuntos de U. A diferença simétrica de A e B é indicada 
por A 4 Be definida por: 


AAB=(A-BJU(B-A) 
Dados: A = (4;6; 8; 1; 7eB=(5;9:1;8), determine Aa AB. 
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2.22) Dado o diagrama ao lado, sombreie as regiões pedidas: 
a) Ant 
b) AnBnc 
c) A-B 
d) (AnBU(ANCU(BAC) 


e) (BnC)-A 
A 
És 


9) KA-Bju CJ] 
2.23) Dado o seguinte diagrama, apenas uma das sentenças abaixo é verdadeira. 


Qual? 
a) ACB 


224) Sejam A, B, C, D subconjuntos quaisquer de U. Dê o valor V ou F às 
sentenças: 
a) ACB>AUB=A 
b) ACB>AUB=B 
c) ACB>AnB=A 
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dq) ACBSA-B=A 
JAcCBSA-B=9 

) ACB5>B-A=CÊ 

9) ACBSA CB 

h) ACBS5B'CA 

) A'-B=A-B 

) A'-B=B-A 

k) A-B=ANB' 

D (A-BJU(B=A)=(AUB)-(ANB) 


2.25) DêovalorV ou F: 
a) Z2-N=2Z. 
b) Z-N= 7 
o) N-(0)=N+* 
d) Z;nZ.=0 
o) Ca. 
f ZnZ.=(0) 
9) Z,6 7. são disjuntos 
h) Z,eZ' são disjuntos 


2.14 - NÚMERO DE ELEMENTOS 


Dado um conjunto finito A, indicamos o número de elementos de A por na. 
Assim, por exemplo, se A = (2; 3; 7; 9) temos: na = 4. 
Outra notação para na é HA, Assim, no exemplo anterior temos: HA = 4. 


Exemplos 
a) A=(1;2/3) m=3 HaA=3 
b) B=(7,9) np=2 4B=2 
co) C=(8 ne=1 “C=1 
d) D=O no=0 4D=0 
Exemplo 


SejamA=(3,4,5:6;7)eB=(6:7;8:9) 
Temos: AUB=(3:4;5;6;7:8;9) 
AnB=(6;7) 
Portanto: naus = 7 € nanB= 2 
Consideremos os conjuntos finitos A e B, ambos subconjuntos de U. É fácil 
verificar (analisando o diagrama) que: 
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eB=(5,6;7;8;9) 
:8;9) 


Exemplo 


AnB=(5; 


Eq 
E 


Tomemos a sentença nave = a + Ne — Nan. . 
Fazendo as substituições, temos: 9 = 6 + 5— 2, que é obviamente 


verdadeira. = , 
Para o caso em que A n B = 2 (isto é, A e B são disjuntos) temos: 


NavB= NA +NB 


Consideremos agora os conjuntos A, B e C, todos eles subconjuntos de U. É 


fácil verificar, pela análise do diagrama, que: 


Exercícios Resolvidos 

2.26) Sendo nave = 38, nanB = 12e ns = 15, calcule na. 
Solução 
NavB= NA +NB—NAnB 


38=na + 15-12 
na =35 


45 


2.27) Em uma escola os alunos devem estudar uma língua que pode ser o francês 


2.28) 
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ou o inglês. Se quiserem poderão estudar as duas. Sabendo que: 


= há 200 alunos estudando francês 
- há 130 alunos estudando inglês 
— o total de alunos da escola é 300 


determine quantos alunos estudam francês e inglês. 


Solução 


Sendo: I = conjunto dos estudantes de inglês 
F = conjunto dos estudantes de francês 

Temos: n, = 130, nr = 200, ny = 300 

Mur=M+NFE-MAFr 

300 = 130 + 200 = nr 

Niar=30 


Portanto há 30 alunos estudando francês e inglês. Levando em conta que o 
total dos que estudam francês é 200, concluímos que os que estudam 
apenas francês são em número de 170 (isto é, 200 — 30). 

Lembrando que o total de estudantes de inglês é 130, concluímos que há 
100 que estudam apenas inglês. 


Em uma escola, cujo total de alunos é 600, foi feita uma pesquisa sobre os 
refrigerantes que os alunos costumam beber. Os resultados foram: 


— 200 alunos bebem o refrigerante A 
- 20 alunos bebem o refrigerante A e o refrigerante B 
= 100 alunos não bebem A nem B. 


a) Quantos bebem apenas o refrigerante A? 
b) Quantos bebem apenas o refrigerante B? 
c) Quantos bebem B? 

d) Quantos bebem A ou B? 


Solução 


2.29) 


2.30) 


2.31) 


2.32) 


Na maioria dos casos é mais fácil analisar problemas deste tipo através dos 
diagramas e não através da fórmula. Seja U o conjunto de todos os alunos 
da escola. Há 100 alunos que não estão no conjunto A nem em B. Há 20 
alunos que estão ao mesmo tempo em A e em B. Como o total de alunos de 
A é 200, concluímos que o número de alunos que bebem apenas o 
refrigerante A é: 200 — 20 = 180. 

O total de alunos da escola é 600 e portanto, descontando os 100 que não estão 
em A nem em B. temos que na y e = 500. Como o conjunto A tem 200 
elementos, o número de elementos que estão apenas em B é: 500 — 200 = 300. 
Portanto, podemos dar as respostas: 

a) 180 

b) 300 

e) 320 

d) 500 


Exercícios Propostos 


Sabendo que na = 47, ns = 30 e nave = 60, determine: 

a) ans 

b) m-s 

Cc) ne-a 

Sejam A, Be C conjuntos finitos. Sabe-se que nn nBnc=8, MnB= 15, 
nanc =20, nesc= 24, nc =50, ne = 60 € nuBuc = 129. Determine: 
a) na 

b) na-a 

Cc) ne-a 

d) m-s 

e) nanB)-c 

f) muc 


Os conjuntos A e B são ambos finitos e subconjuntos de U. Sabe-se que 
na =30, ne= 36, ny = 68, nave = 50. Determine: 

a) mas 

b) na 

c) ne 

d) nana 


Foi feita uma pesquisa entre 3.600 pessoas sobre os jornais que costumam 


ler e o resultado foi que: 
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2.33) 


2.15 - 


= 1.100 lêem “O Diário” 

— 1.300 lêem “O Estado” 

— 1.500 lêem “A Folha” 

— 300 lêem “O Diário” e “O Estado” 

— 500 lêem “A Folha" e "O Estado” 

- 400 lêem “A Folha” e “O Diário" 

= 100 lêem A Folha”, “O Diário” e “O Estado” 


a) Quantas pessoas lêem apenas “O Diário? 

b) Quantas pessoas lêem apenas “O Estado"? 

e) Quantas pessoas lêem apenas “O Estado" e “A Folha”? 
d) Quantas pessoas não lêem nenhum dos três jornais? 
e) Quantas pessoas lêem apenas um dos três jornais? 

f) Quantas pessoas lêem mais de um dos três jornais? 


Em uma escola, foi feita uma pesquisa entre os alunos para saber que 
revista costumam ler e o resultado foi que, dos alunos consultados: 


- 40% lêem a revista "Olhe" 
37% lêem a revista “Pois é” 
— 17% lêem “Olhe” e “Pois é” 


a) Quantos por cento não lêem nenhuma das duas? 
b) Quantos por cento lêem apenas “Olhe”? 
c) Quantos por cento lêem apenas uma das duas revistas? 


CONJUNTOS DE CONJUNTOS 
Pode acontecer que os elementos de um conjunto sejam também conjuntos. 


Exemplo 


216- 


Consideremos o conjunto: A = U3; 4), (5; 6; 7), (8) 
Neste caso o conjunto A tem 3 elementos, que são os conjuntos: 

(3; 4), (5:6; 7) e (8) 
Portanto, podemos escrever: 

(;4)e A 
(5,67) e A 
3; 4), (5,6; 7) <A 
Mas não podemos escrever: 
GS4)cA;3EA;8EA 


CONJUNTO DAS PARTES DE UM CONJUNTO 
Consideremos um conjunto finito A. 


Chamamos de conjunto das partes de A o conjunto cujos elementos são 


todos os subconjuntos de A. O conjunto das partes de A é representado por: 
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Eseiiplo 


Veja A = (2, 5), Os subconjuntos de A são: 
(2, (0) Lies 
Portanto; 
P(A) = (42), (5), (2; 5), 2) 
Seja A um conjunto finito que possui n elementos. Pode-se demonstrar (com 


9» rocursos da Análise Combinatória) que o número de elementos de P(A) é igual a: 


ar 
Assim, no exemplo acima, o conjunto A tem 2 elementos (n=2) e portanto 


P(A) tem 2º elementos, isto é, 4 elementos. 


Se tomarmos o conjunto B = (4; 7; 9), que possui 3 elementos (n = 3), 


podemos afirmar que P(B) tem 2º elementos, isto é, 8 elementos. 


Exorcícios Resolvidos 


2.34) 


2.35) 


Dado o conjunto: A = ((2; 6), (3; 4; 9), (8)), dê o valor V ou F: 


a) (2;6) e A e)2cA i) 112; 6), (3; 49) A 
b) 2;6)cA 9 8eA ) Wi6)c<a 

c) (8) ce A 9) ZcA 

d) (8;cA h) 2eA 

Solução 

a) V 


O conjunto (2; 6) é elemento de A: portanto podemos escrever: (2:6)c A; 
F 


Para que (2; 6) - A fosse verdadeira, todos os elementos de (2; 6) 
deveriam ser também elementos de A. Mas acontece que 2 é elemento 
de (2; 6), mas não é elemento de A, o mesmo acontecendo com o 
número 6. 

c) V 

d) F, ele pertence a A. 

e) F 

9 F 

9) 

h) 

) 

) 


O conjunto vazio está contido em qualquer conjunto. 
ele está contido, ele nao pertence, 


) 


Sendo B = ((3; 4), (1; 2; 5), 19) dê o valor V ou F: 
a) GcB 

b) DeB 

c) (3,4)eB 

9) (3/4), (1:25) cB 

e) 3,4), 9) cB 


V, 
E 
v 
v 
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Solução 


a) V 
b) V 
o) V 
d) V 
e) V 


2.36) Considere o conjunto A = (9). Dê o valor V ou F: 
a) De A c) D=(9) 
b) ZcA d) A possui um elemento 


Solução 
a) V 
b) V 
e) F 
d) V 
2.37) Seja A =(2;3;5) 
a) Determine P(A). 
b) Quantos elementos tem P(Aj? 


Solução 

a) P(A) = (12), (3), (5h, (2: 3) 12; 5). (3; 5), (2,3, 5), 9 

b) A possui 3 elementos e portanto P(A) possui 2 elementos, isto é, 8 
elementos, o que pode ser verificado acima. 


Exercícios Propostos 


2.38) Sendo A = (4; 6), (1; 3; 5), (9) e B= ((8), (3; 6), 12) dê o valor V ou F: 
h 


a) (4,6) cA ) 9cB 

b) (4,6) cA ) DeA 

c) 4e A j) DeB 

d) SEA k) (44;6), (1,3; 5) <A 
e) (9;cA ) (4,6) cA 

f) (9 A m)(2)<A 

9) DcA n) (9)cB 


2.39) Sendo A = (1;2;3; 5), determine: 


a) o número de subconjuntos de A. 
b) o número de subconjuntos próprios de A. 


2.17 - NÚMEROS REAIS 


Além dos números naturais e dos números inteiros, devemos nos “lembrar” 
agora dos números racionais e dos reais. 


50 


1 conjunto dos números racionais é simbolizado por Q e é definido como 
a : a 
sendo o conjunto de todos os números que podem ser escritos na forma b onde a 


uzobeZ 


Assim, por exemplo, são números racionais: 
su. 
&'8" 94 
É fácil concluir que todo número inteiro é também racional. Por exemplo, o 
número inteiro 8 pode ser escrito como É e portanto é racional. Podemos então 


escrever. 
NcZzcQ 


Quanto aos números reais a definição é bem mais complicada e está além 
do nível do nosso curso. Para nós bastará lembrar que existe uma correspondência 


Todo número racional é também real, isto é, Qc R. Porém há números reais 
que não são racionais: são os números irracionais. Como exemplos de números 


irracionais podemos citar: 


2; 3; E -Bn5 


4 

O conjunto dos irracionais não tem simbolo especial. Podemos representá-lo 
por R-Qou então por Cs Quando estiver convencionado que O universo é R, 
poderemos representar os irracionais por Q' ou Q 

Nos exercícios, há alguns números irracionais que aparecem com bastante 


frequência. Assim sendo, é interessante decorar seus valores aproximados. Esses 
casos estão relacionados no quadro abaixo. 
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É importante também lembrar que dados dois números reais distintos, ao 
representá-los na reta, o maior fica à direita do menor. Assim, por exemplo, temos: 
3>1,-3<-1,0>-4,1>-4, 


40-33 20 + 0 1 2 3 4 


Para os racionais e para os reais, temos notações análogas às adotadas 
para os naturais e os inteiros: 


Qt=(xe Q|xz0) *=(xeR|x=0) 
w=(xeQ|x>0) Re=(xeR|x>0) 
Qt =(Xe Q|x>0) Rt=(XeR|x>0) 
Q=(xeQ|x<0 R.=(xeR|x<0) 
Qt =(xeQ|x<0) R'=(xeR|x<0) 


Outro fato importante a ressaltar é quanto ao uso das palavras positivo e 
negativo. Há duas maneiras diferentes de usar tais palavras. 


1) Para alguns autores, os números positivos são aqueles que são maiores 
que zero e os negativos são os menores que zero. O número zero, para 
esses autores, não é positivo nem negativo. Assim, dentro desta 
convenção temos: 

*,= conjunto dos números reais positivos 
*- = conjunto dos números reais negativos 
2) Para outros autores, a convenção é a seguinte: 
R+ = conjunto dos números reais positivos 
*,= conjunto dos números reais estritamente positivos 
R - = conjunto dos números reais negativos 
R*. = conjunto dos números reais estritamente negativos 


Portanto, para estes autores, o número zero é ao mesmo tempo positivo 
e negativo, porém não é estritamente positivo nem estritamente negativo. 


Nós adotaremos a primeira convenção, isto é, ao longo deste livro vale: 
*,= conjunto dos números reais positivos 


*-= conjunto dos números reais negativos 


2.18 - INTERVALOS 


Há alguns subconjuntos dos números reais que recebem o nome de 
intervalo. 


Intervalos Finitos 


Consideremos o conjunto A = (xe R |2<x< 4) Esse conjunto pode ser 


representado como no diagrama abaixo. Diremos que o conjunto A é um intervalo 
fechado de extremidades 2 e 4 e podemos representá-lo por A = [2; 4]. 
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Consideremos agora o conjunto B = (x e R |2 <x< 4 Podemos 
representar esse conjunto na reta, como no diagrama abaixo. As meias-luas 
aBrvem para indicar que os números 2 e 4 não fazem parte do conjunto. Diremos 
que o conjunto B é um intervalo aberto de extremidades 2 e 4 e podemos 
reprosontá-lo por B = ]2; 4[. 


Vemos então que um intervalo fechado inclui as extremidades, enquanto 
que um intervalo aberto não inclui as extremidades. 
Tomemos o conjunto C = (xe R|2<x< 4) Neste caso, temos 2 e Ce 


4 É C, Podemos representar na reta o conjunto C pelo diagrama abaixo. A meia- 
lua indica que o número 4 não está incluído. Diremos que o conjunto C é um 
Intervalo fechado à esquerda e aberto à direita de extremidades 2 e 4, Podemos 
dizer também que o conjunto C é um intervalo fechado-aberto de extremidades 2 e 
4. O conjunto C pode ser representado por C = [2; 4[. 


Seja o conjunto D=(xe R|2<x< 4). Temos agora um intervalo aberto à 
esquerda e fechado à direita de extremidades 2 e 4. Podemos também dizer que D 
é um intervalo aberto-fechado de extremidades 2 e 4. A representação de D é 
D=]2;4]. 


Exemplos 


a) Oconjunto A=(xe R|-1<x< 3) é um intervalo fechado de extremos 


-1e3. 
A=[-1:3] 
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b) O conjunto B=(xe R|-2<x< 1)é um intervalo aberto-fechado de 


extremos -2 e 1. Podemos dizer também que é um intervalo aberto à 
esquerda e fechado à direita de extremos —2 e 1. 


B=-2;1] 
pe» 


-3 2. +1 o 1 2 3 


Os intervalos aberto-fechado e fechado-aberto costumam ser chamados 
também de semi-abertos (ou semi-fechados). 


Intervalos Infinitos 


Seja a número real qualquer. 
Intervalos infinitos são conjuntos dos tipos: 


A=(xeR|x<a) C=(xeR|x>a) 
B=(xeR|x<a D=(xeR|x>a) 

Estes conjuntos podem ser representados dos seguintes modos: 
——s o 4 e ps 
a a a a 
A=]-o; a] B=]-o;a[ C=[a;tol D=]a; tal 


Em particular, podemos dizer que o conjunto dos reais é um intervalo 
infinito: 


R=]-00; +00 [ 


=1 0 1 
O símbolo + lê-se "mais infinito" e o símbolo —o lê-se “menos infinito”. 
Exemplo 


O conjunto M = (x e R | x > -2) é um intervalo infinito que pode ser 
representado por: 


M = [-2; +ol 
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tino 


Bejati a e b números reais tais que a < b. Temos então: 


junto 


Obsorvações: 
1) Alguns autores, para representar os intervalos [a; b[, Ja; b], Ja; bl, usam, 
respectivamente, as notações: 


[a; b), (a; b), (a; b) 
Porém preferimos não usar essas notações, pois — no caso (a; b) — pode 
haver confusão com par ordenado. 


2) Embora tenham pouco interesse, há alguns casos que devem ser 
mencionados. Se a <b, então temos: 


—+——+—» 
a b 


[bal=(xeR|b<x<aj=0 
b;al=(xeR|b<x<aj=0 
Jaal=(xeR|a<x<a=0 
l[ajaJ=(xeR|asx<ap=(a) 
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Exercícios Resolvidos 


2.40) Sendo A=[2;5]eB=]3; 7[ determine: 


a) AUB co)JA-B 
b) AnB d) CÊ 
Solução 


A-B 
A 
Cr 


a) AUB=[2 7M=(XeR|2<x<7) 
b) AnB=]3;5]=(xe R|3<x<5) 
o) A-B=[2;3]=(xeR|2<x<3) 
d) CÊ =ho2U]Sa=(xeR|x<20Ux>5) 


Exercícios Propostos 


2.41) Dêo valor Vou F: 
a) 5eN ) tez 
b) 7e ) reR 
CO) 7ez k) 0€R 
q 7eQ | SeR 
e)7eR m) -3e R. 
f NCR n) O0eR. 
9) ZeR o) Der. 
h) 45 eN p) SÊ emo 
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Detetinino 

a JA, 7] [6; 9] 
ti [4,7] [6; 9] 
o) [3,6[u [4; 10[ 
dd) [=3 [10 [-8; 2] 
o) [7 11-[-4,9] 


Hejam: 


An(xeR|-3sx<1) — B=[-:2 c=251 


Determine: 
a) AnBnc 
by (A-B)UC 
o) (ANB)-C 
d) Bnc 


Dados: A = [5 2| B= [2 £, C= h 5] + determine: 


a) AnBnc 
b) (AnB)-C 


Exoroicios Suplementares 
Sendo U = (0; =1); (=1; 4); (2; 3); (-2; 4)), dê o conjunto-verdade da 


11) 


12) 


E) 


14) 


sentença aberta: 
3X-y=1 


Construa a tabela-verdade da sentença: 
(pra) =>(p vn) 


SendoA -[=8: 1, = FÊ) e C=[2 +ou, determine: 


10 ' 
a) A-B b) B-A c) AnBnc 


Sejam A, Be C subconjuntos de U, tais que: 
ny =52 

nanc=8 

na=20 

MAnBAcE3 

nenc=9 

MubBuca 45 

nanB=7 

no-a= 15 


Determine: 


a) ne 

b) ne 

Cc) mus 

d) nu-(avBuo) 
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Capítulo 3 —- Equações 
Capítulo 4 —- Inequações 
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Capítulo 


3 Equações 


1,1 = INTRODUÇÃO 


O objetivo principal deste capítulo é o estudo das equações do 1º grau e 2º 
[au com uma variável e as equações que se reduzem a elas. Porém trataremos 

ambém, de modo rápido, dos sistemas de equações com mais de uma variável. 

No caso de equações, é costume chamar as variáveis de incógnitas e os 
valoros que satisfazem as equações, de raízes. 

Resolver uma equação significa determinar o seu conjunto-verdade, isto é, 
O conjunto de suas raízes. 

Como vimos no capítulo 1, o conjunto-verdade depende do universo, 


quando nada for mencionado, adotaremos U = R. 


3,2 - ALGUMAS PROPRIEDADES DA IGUALDADE 


vVaeR 
, woeR 
vmeR 


Esta propriedade nos diz que podemos somar (ou subtrair) um mesmo 
número aos dois membros de uma igualdade, obtendo uma sentença equivalente. 

É com base nesta propriedade que podemos “passar” um termo de “um lado 
para outro” de uma igualdade, desde que troquemos seu sinal. 

a 


Exemplo 

Consideremos a sentença aberta: x + 5 = 7. Vamos somar aos dois 
membros o número —5: 

x+5-5=7-5 
obtendo então: 
x=7-5 
Temos, portanto: 
x+5=7 065 x=7-5 


Et 1 


De acordo com esta propriedade, podemos multiplicar (ou dividir) ambos os 
membros de uma igualdade por um número diferente de zero, obtendo uma 
sontença equivalente. 
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Exemplo 


Consideremos a sentença: 3x = 12. Vamos dividir os dois membros por 3 


: BR o 2, é 12 
obtendo: 39" isto é, x= 3" 
Portanto: 
12 
3x=12085%= 3 
Exemplo 


Observe que a implicação: a =b = a - (0) = b - (0) é verdadeira. Porém a 
implicação a - (0) = b- (0) > a = b não é verdadeira, pois poderíamos ter, por 
exemplo: 

7(0)=5(0)> 7=5 
verdadeira falsa 
que é obviamente falsa. 

Por este exemplo percebemos a necessidade de se impor m = O (isto é, 
m e R*) no enunciado da propriedade Pa. 


3.3 - EQUAÇÕES DO PRIMEIRO GRAU COM UMA INCÓGNITA 


“Equação do primeiro grau com uma incógnita” é uma equação que pode ser 
reduzida à forma: 


(a 0) 
onde: x é a incógnita 
ae b são constantes denominadas coeficientes 
b é o termo independente 


A determinação do conjunto-verdade de uma equação do primeiro grau é 
feita através da aplicação direta das propriedades P+ e P; vistas acima. 


Exercícios Resolvidos 
3.1) Resolva a equação: 4x + 20 = O 


Solução 
4%420=0 <Ls 44= 20 45 xs «É eb 


Portanto, o conjunto-verdade é: 
V=(-5 


3.2) Resolva a equação: 5x — 9 = 8x + 16 


Solução 


5x-9=8x+16 É, 5x-8x=16+9 6 -3x=25 E = 5 
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43) 


44) 


3.5) 


46) 


Portanto: 


Rosolva a equação: 3x — 2 = 4x +9 


Solução ; 
ax-2=4x+496 1 53x-4x=9+2 6 x= Meets x=-1 
Assim: 

v=(-11) 


3X 2 
Resolva a equação: as 4=5x+ 3 


Solução 


O mínimo múltiplo comum (mmc) dos denominadores é 6. Vamos então 


multiplicar os dois membros da igualdade por 6: 


eae 


9x-24=30x + 4 
Portanto: 
que Ze sgx 24 = 0x4 de OK 30 = 244 4 6 
2 ' 


AP 
o 2ix=28€Ix=—57= 3 


4 
Portanto, o conjunto-verdade e: V = 5) 


Considere a equação 3x - m = 13, onde x é a incógnita. Determine o valor 


de m sabendo que a raiz da equação é -—4, 


Solução 


Se -4 é a raiz da equação, ao substituirmos x por —4 deveremos obter uma 


sentença verdadeira: 


3(-4) -m = 13 
-12-m= 13 
m=-25 


Resolva as equações: 
a) 4x+1=2(2x-3)+7 
b) 12x-7=3(5x+2)-3x+9 


Solução 


a) 4x+1=22x-) +76 4x+1=4x-6+704x-4x=6+7-16 


0=0 
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Assim: 4x + 1=2(2x-3)+7<50=0 

Como a sentença “O = 0º é verdadeira para qualquer valor de x (isto é, é 
independente de x), a equação fornecida será satisfeita para qualquer 
valor de x. Portanto, o conjunto-verdade é igual ao universo: 


V=R 


e a sentença aberta: 4x + 1 = 2(2x— 3) + 7 é uma identidade em R. 

b) 12x-7=3(5x+2)-3x+965512x-7=15x+6-3x+96 
12x- 15x +3x=6+9+7<50=22 
Como a sentença “O = 22” é falsa (é falsa para qualquer valor de x), 
então a equação fornecida não será satisfeita para nenhum valor de x. 
Podemos dizer que a equação não tem solução: 


V=g 
Exercícios Propostos 
3.7) Resolva as equações: 


a) 4X -3=-2x+ 15 
b) 4(x-5D)+3x+1=2(x-2)+15(x-3) 


x—7 x+8 
[6 ——— = 
| ge 
x 4x-1 x 
dd — = ão 
am É 


3.8) Resolva as equações: 
3x—1  2x+5 3(2x +1) 
“gs a ) 


Esso, 
=3x+5 


3.9) Considere a equação: 2x = m — 1, onde x é a incógnita. Sabendo que seu 
conjunto-solução é S = (-7), determine o valor de m. 


3.4 - CONJUNTO-VERDADE DE SENTENÇAS ABERTAS MOLECULARES 


Seja s1 uma sentença aberta cujo conjunto-verdade é V+ e seja s> uma outra 
sentença aberta de conjunto-verdade V>. Temos então: 


Exemplo 


Sendo U = N, considere as sentenças abertas: 
sq: x>5 
sz x<9 
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O conjunto-verdade de sq é: V4 = (6; 7; 8; 9; 10; ...) e o conjunto-verdade de 
846 V2=(0;1;2:3;4;5;6; 7; 8). 
Consideremos agora a sentença aberta s1 A Sz, isto é, 
x Saes 


Seu conjunto-verdade é: V= Vi n Vo = (6; 7; 8) 


Se tomarmos a sentença aberta: s1 v sz, isto é, 
Xx>25 vx<9 
sou conjunto-verdade será: V= Vi UV2 =(0;1;2,..)=N 
O que dissemos acima para duas sentenças abertas pode ser generalizado 
para três ou mais sentenças abertas. Por exemplo, consideremos as sentenças 


abertas sy, S2 & Ss cujos conjuntos-verdade são respectivamente V1, V2 € Va. (o) 
conjunto-verdade da sentença aberta: 


S1A S2A S3 
6VeVMinVon Va 


O conjunto-verdade da sentença aberta: 
S4v S2v S3 


Vem UM U Va 


Exorcícios Resolvidos 


410) Sendo U = N dê os conjuntos-verdade das sentenças abertas: 


a) 2x-8=0v 5x—-15=0 b) x<7n3x-27=0 
Solução 

a) 2x-8=0652x=805x=4 Vi =(4) 
<5x-15=0655x=1565x=3 Vo =(3) 


O conjunto-verdade da sentença aberta: 

2x-8=0v5x-15=0 

6 V=WU Vo= (3; 4) 

b) O conjunto-verdade de: x< 7 é: W4 = (0; 1;2; 3; 4; 5; 6) e o conjunto- 
verdade de: 3x - 27 = O é: V> = (9). Assim o conjunto-verdade de 
x<7n3x-27=06: 

V=VinVW=9 


411) Sendo U =, dê o conjunto-verdade da sentença aberta: 
4x+1=5x-2Ax-3%0 
Solução 


Axt1=5x-206x=3 = Vi =(3) 
340 0x3 > Vo=R—(3) 
65 


3.12) 


3.13) 
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O conjunto-verdade de "4x + 1=5x-24AX-340" é: 
V=VinW=0 


43 4 


Resolva a equação X2-1 x+1 3X-1) 


Solução | 
Neste caso (há incógnita no denominador) devemos garantir que nenhum 
dos denominadores se anule. Portanto, devemos ter: 
x—-12=0ex+1 z0e3%x—-1)z0 
Porém: 
21400 xXzloxalexa-A 
x+12006x%—1 
Hx-)206x=1 
Supondo então que os denominadores não se anulem, vamos simplificar a 
equação proposta. Lembrando do produto notável: 
a -b?=(a+b)(a-b) 
podemos escrever: 
Wot=$t=(x+1)(x-1) 
e assim constatamos que x? — 1 é divisível por (x + 1) e por (x — 1). Portanto, 


O mmc dos denominadores é 3(x? — 1). Agora dividimos o mme por cada 
denominador e multiplicamos o resultado obtido pelo numerador obtendo: 


12=9(x-1)-4(x+1) 
Assim: 


403 gd Ow = 
ER 31 O 12= Hx D-4Ax+D)axzta xa 


Mas: 12=9(x—1)-4(x + Dox=5 
O valor 5 satisfaz todas as condições e, portanto: 


V=(5) 
7 3 

Resolva a equação A DRE 
Solução 
Neste caso devemos terx-220e-6x+12%0 
x-2206x%2 

—6x+1272065x%2 
Assim: 

Lo. B a 
x-2" Doxs12 O (6x+12)=3(x-2)n x 42 
o Mi=R-(2) 
H-6x+12)=3x-2) 6 x=2 Vo =(2) 


( conjunto-verdade da equação proposta é: 
V=VinW=D 


Exorolcios Propostos 


4:14) Sendo U =R dê os conjuntos-verdade das sentenças abertas: 
a) 3x+8=0v5x-9=0 
b) 2x-3=0v4x-20=0v7x-1=20 
Cc) 3x+7=6x-8nx-5=0 
d) 4X +1=6x—-194x-3%0 


415) Dê o conjunto-verdade da sentença aberta: 
(x-4=0v3x-15=0v4x-28=0)A(Xx45) 


4:10) Resolva as equações: 
5 3x-5 


3,5 - PROPRIEDADES 


Sabemos que: 


Baseados nisso, podemos resolver equações dos tipos que aparecem a 
noguir. 


Exercícios Resolvidos 
3.17) Resolva a equação: (2x— 3)(7 — 8x) = O 
Solução 


(2x-3(7-8)=0052x-3=00u7-8x=0 
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3.18) 


3.19) 


3.20) 


7-8x=06x= 


Portanto: V = 5 al 


Resolva a equação: 2x) — 18x + 3x)- 27 =0 


Solução 


Em primeiro lugar fatoremos a expressão 2xº — 18x + 3x — 27; 
2x) -18x+3X2-27 =2x(x2 -9)+3(x2 —-9)=(x2 -9)2x+3) = 


=(X2-32)(2x+3)=(x+3x-3)/(2x+3) 
Portanto: 
DÊ -1BXx+BÊ-27=00 (X+3x- 32x +3)=06 


SJ TETVA-B=QuBR+ 32 DENE-SVNsgya=-S 


2 
elenco 
v=j3 e 5) 


Resolva a equação: xº — x = O 


Solução 

xi=x=x0— 1) =x(0+ 1) (x—1) 
xX-x=00x(x+1x-1)=00x=0vx+1=0vx-1=06 
x=0vx=—-1vx=1 


V=(0;—1:1) 
Resolva a equação: = ao ef) 
x*-16 
Solução 
+20 0.5 5%+20=0nX2-1640 
xº—16 


Á, raiz de 5x + 20 = 0 é —4, Porém esse valor não satisfaz a condição 
xí- 18%0e portanto o conjunto-verdade da equação dada é: 


V=0 


Exercícios Propostos 


3.21) 
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Resolva as equações: 
a) x(x+ 1)=0 
b) 2(-2x + 3/4 —-x)(x+9)=0 


3.22) 


4x +12 
d =0 
) x2-9 
e) X-16x=0 


) 4+5X2-4x-5=0 

Resolva a equação (2x + 1)(4 — 2x)(x — x) = 0 em cada um dos universos: 
a) R 

b) Q 

e) 


3.6 - EQUAÇÕES DO TIPO a* = b* 


at*=b*ondeae b são reaise k e Z*, 


rg 


Consideremos a igualdade: 


Exomplos 


a) Consideremos a equação: x? = 42. Temos: 
$2=4205x=40Ux-4 
Portanto: V = (4; —4) 

b) Seja a equação: xº = 4º. Neste caso, temos: 
X=4"0x=4 
e portanto: V = (4) 


f 
As propriedades mencionadas acima valem também para k e Z*., desde 


(us Imponhamos az 0 e bz O, pois devemos nos lembrar que: 


dad 
Ss 
a 


Exemplo 


Seja a equação: (4x — 12)7º = (3-»)7º 
(4x = 12)" =(3-x) "0 4x-12=3-xn4x-124043-x406 


Xx=3nXx*3 
Portanto: V =D 


So k = 0, então o conjunto-verdade da equação at = p* coincide com o 


conjunto universo, pois qualquer número real elevado a zero é igual a 1. 


Esomplo 


| umsioremos a equação: (3x — 2)º = (4 — 3x)? za 


Se U=R, teremos: 


V=R 
Exercício Resolvido 
3.23) Resolva as equações: 
a) (4x- 7)? =(8- x)? b) (2x + 12)8 = (6x— 9)!º 


Solução 
a) (4x-7)?=(8-y)2es 4x-7=8-xv4x-7=(8-) 6 


-1 
a! 
V=[3 |) 
21 


x=3vx= 3 
b) (2x+12)" =(6x-9) 8 2x+12=6x-9ox= Eu 
= fe 
e 
Exercício Proposto 


3.24) Resolva as equações: é 
a) (3x— 1) =(4- 5x) c) (3x +2)7 “= (x— 1971 
b) (2x+9) =(7x-1) d) (6x- 92 = 16 


3.7 - EQUAÇÕES LITERAIS 


Às vezes ocorrem equações com várias letras, onde nem todas são 
consideradas como variáveis: algumas são consideradas como números 
(constantes) e nesse caso costumam ser chamadas de parâmetros. 

Ao ser dada uma equação literal, se nada for esclarecido, admite-se que as 
últimas letras do alfabeto são as variáveis e as primeiras são as constantes 
(parâmetros). 


Exercícios Resolvidos 
3.25) Resolva a equação: 2x- a = 3b 


Solução 


Aqui, como nada é esclarecido, vamos admitir que x é a variável, a e b são 
constantes. Portanto, temos; 
3b-+a 


2x-a=3b2x=3b>+aosx= 3 


Assim: V = E 


2 
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"11 Rosolva a equação: ax — x = 3a + 2 


Solução 

Observando que: ax — x = (a — 1)x, temos: 
ax-x=3a+26(a—-1)x=3a+2 
Neste ponto consideraremos duas possibilidades: primeiro a — 1 4 O e depois 


a-1=0 
1º) paraa — 10, temos: 

(a-1)x=3a42 6 x= 22+2 

a-1 
tica e 
a-1 

2º) para a — 1 = 0, teremos a = 1 e portanto a equação dada transforma-se 

em: 

0x=3(1)+2 
0:x=5 


que obviamente não tem solução. 
Portanto, a resposta do exercício deve ser: 


para a-1%0, temos: V (25 


paraa-1=0, temos: V=/9 


327) Resolva a equação ax— x = a? —1 


Solução 

ax-x=022-1o(a-1)x=22-1 

Consideremos duas possibilidades: 
1º) paraa-1%0, vem: 


ERR as 
png ai- 4 gel Logefo tio) Desx=a+ 


a-—1 a-—1 
2º) paraa-1=0, vema=1eaequação (a-1)x=a?-1 
transforma-se em: O: x = O que obviamente é verdadeira para todo x. 


Assim, a resposta é: 
paraa-1=0, V=(a+1) 
paraa-1=0, V=R 


128) Resolva a equação ax—-x=b—3 


Solução 
ax-x=b-35(a-1)x=b-3 


1 


1º) para a-1z0, isto é, para: a 1, temos: 


(a-1)x=b-36 PR mí 
a-1 
2º)paraa-1=0eb-3=0, isto é, paraa=1eb=3 a equação: 
(a-1)x=b-3 


transforma-se em: 
Ox = 0 
e portanto V=R 
3º)paraa-1=0eb-3z0, istoé, paraa=1eb=3, a equação: 
(a-1)x=b-3 


transforma-se em: 

Ox=b-3 (com b-3 0) 
que, obviamente, é uma equação impossível. 
Portanto, a nossa resposta é: 


b-3 
para a 1, v- (5) 


paraa=4ebz3 V-g 
paraa=4eb=3, V=R 


Exercícios Propostos 


3.29) Resolva as equações: 
a) 4x-a=-x+b c) ax—-x=4a+1 
b) ax-5=2x+10 d) 3x-8=2b+ax 


3.8 - SISTEMAS DE EQUAÇÕES 


Um sistema de equações é uma sentença aberta molecular, onde os 
átomos são ligados pelos conectivos a ou v. 


Exemplos 


a) A sentença aberta molecular “4x —- 2y = 7 vx + 2y = 1º é um sistema de 
equações, que costuma ser escrito também do seguinte modo: 
4x-2y=7 
V 
x+2y=1 


b) A sentença aberta molecular “x? — 3y=944x+y=10"é um sistemade 
equações que pode também ser escrito assim: 
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x-3y=9 
PAS 


4x+y=10 


Quando é omitido o conectivo, admite-se que é o conectivo n. Assim, por 
exemplo, se encontrarmos o sistema: 


4x2 -3y=9 
5x+9y=1 

acdmitiremos que se trata de “aê — 3y=9n5x+9y=1" 

No caso em que o conectivo é À costuma-se dizer que se trata de um 
“sistoma de equações simultâneas”, que é o caso que nos interessa neste livro. 

O estudo dos sistemas de equações em que o conectivo é v é um tanto 
mais complicado e é feito com auxílio dos gráficos no nosso volume de Geometria 
Analítica, desta mesma coleção. 


3,9 - SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES SIMULTÂNEAS 


Uma equação da forma 
ax + ax +asx +... tanxn=b 
chama-se equação linear. Aqui, a, az, a3,..., ane b são números reais e xy, xa, 
Xa,..., Xn São as variáveis. 
Note que, numa equação linear, cada termo contém uma incógnita elevada 
no expoente um. 


Exemplo 


As equações “4x — 3y = 1º e “3x — 9y + 10z = 8" são equações lineares. 


Contra-exemplo 
A equação Faxé = 9y = 2º não é linear, pois temos a incógnita x elevada a 
oxpoente dois. A equação 'Dogy=7" também não é linear, pois deste 


vemos então que o expoente de x é —1. 

Vamos estudar, neste item, sistemas de equações simultâneas em que as 
equações são lineares, ou possam ser reduzidas a equações lineares. 

De início vamos considerar casos em que as equações têm apenas duas 
incógnitas. 

Há vários métodos para resolver tais sistemas, porém, no momento, 
veremos apenas o “método de substituição” e o “método de adição”. 


Método de Substituição 


Em primeiro lugar escolhemos uma equação e na equação escolhida 
“isolamos” uma das incógnitas para em seguida substituir na outra equação. 
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Capítulo 


Inequações 


4,1 - PROPRIEDADES 


y 


Isto significa que podemos somar (ou subtrair) um mesmo número aos dois 
ombros da desigualdade a > b sem alterar seu "valor de verdade”. 
Assim, por exemplo, a sentença verdadeira 7 > 2 continua verdadeira se 
armos o número 5 aos dois membros: 7 +5>2+5. 
Esta propriedade permite “passar” um número de um lado para outro da 
igualdade desde que troquemos o sinal do número. 


mplos 
a) Consideremos a desigualdade x — 4 > 5. Somemos o número 4 aos dois 
membros. 
x-4+4>5+4 
x>5+4 
Emresumo:x-4>5 x>5+4 


b) Seja a desigualdade x + 2 < 7. Vamos subtrair dos dois membros o 
número 2: 
x+2-2<7-2 
x<7-2 
Istoé x+2<7oxXx<7-26xX<5 


Esta propriedade nos diz que podemos multiplicar (ou dividir) os dois 
membros de uma desigualdade por um número positivo, sem alterar seu valor de 
verdade. 


Exomplos 


a) A desigualdade 5 > 2 é verdadeira. Se multiplicarmos os dois membros 
por 7 (por exemplo) obteremos a sentença 35 > 14, que ainda é 
verdadeira. 
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b) A desigualdade 7 > 12 é 

número 2 obteremos a sentença 14>24, que ainda é falsa. 
0) Ses ias E cDaxc4 
d) —4x < 20 « 5(-4x) < 5(20) —20x < 100 


e) 42205 & ox25 


Esta Asiindado nos diz que, se multiplicarmos ou dividirmos os dois 
membros da desigualdade a > b por um número negativo, devemos inverter seu 
sentido para manter seu “valor de verdade”. 


Exemplos 


a) Consideremos a sentença 2 > 1, que é verdadeira. 
R 
6 6 4 3/20/04 0 1 2 
Se multiplicarmos os dois membros pelo número negativo -3, devemos 
inverter o sentido da desigualdade: 
(=3X2) < (3) (1) 
-6<-3 
b)3>-165 e <(2(-1)o-6<2 
c) 2<55(-1)(2)>(-1)5) = —2>-5 
d) 2022-445 a < Se- 10<2 
A 
e) —-4x 220 «> + < qOxs5 
f) x<206 (—1)(=x) > (-1)(20) = x > -20 


- INEQUAÇÕES DO PRIMEIRO GRAU 
Uma inequação do primeiro grau é aquela que pode ser reduzida à forma: 
x (O (onde a 0) 


Uma das maneiras de resolver uma inequação desse tipo é fazer uso das 
propriedades da desigualdade e proceder de modo semelhante ao desenvolvido na 
resolução de uma equação do primeiro grau. 


Exemplo 


Vamos resolver a inequação 4x — 3 > 0. 
Em primeiro lugar, passamos -3 para o lado direito, baseados na 
propriedade P4: 


4x-3>0654x>3 
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['m seguida dividimos os dois membros por 4: 


4x .3 3 
ESG Eq 


Portanto, o conjunto-verdade é: 


v=[cerix>S) 


ou, usando a notação de intervalo, 


Exercícios Resolvidos 


4.1) Resolver as inequações: 
a) 3x-12>0 b) -2x+14<0 


Solução 
a) axt2>00Bax> tz Bono o x>4 


V=(xeR|x>4=]4+0 


b) -2x+14<065 2x «14 65 >Eox>? 
V=]7,+a 
42) Resolva as inequações: 
-2 1-2x 
a) -5x+1<3X+2 b) ax-ZTê « : 


Solução 


1 : 
a) memo Ke tops tok oxeT 


he 


b) Neste caso o mmc dos denominadores é 12. Multiplicando todos os 
termos por 12, temos: 
12(3x) = 3(x— 2) < 2(1— 2x) 
36x— 3x + 6<2-4x 
37x <—4 


X<-37 
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4.3) 


4.4) 
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Resolva as inequações: 


a) (x-3)'>0 e) (x-3)>0 
b) (x-3)>0 9 (x-3/>0 
o) (x-3)<0 9) (x-3)/<0 
d) (x- 3) <0 h) (x-3)/<0 
Solução 


a) Neste caso temos uma potência de expoente par e portanto o resultado 
nunca será negativo. Portanto, para que (x — 3)* seja maior que zero, 
basta que x— 3 seja diferente de zero: 

(x-3!>00x-3200x43 
«V=fxeR|xz3)=R-(3) 

b) Levando em conta a discussão no item a concluímos que a sentença 

(x— 3)! > O é verdadeira para qualquer valor real de x: 
V=R 
o) O resultado de (x — 3)* nunca poderá ser negativo e portanto, neste 
caso, temos: 
Vv=0 
d) Como (x — 3 não pode ser negativo, temos: 
(X-3)<00x-3=005x=3 
V=(3) 

e) A potência (x — 3) tem expoente mpar e portanto o sinal de (x — 3/60 

mesmo sinal da base x — 3. 


Assim: 
(x-3/>005x-3>00x>3 

V=]3; to 

B (X-3/2060x-3200x23 
V=[3; to 

9) (X-3/<00x-3<065x<3 
V=Jo; 3 

h) (x-3/<06(x-3)<06x<3 
V = o; 3] 


Dê o conjunto-solução de cada sistema de inequações: 
a) 2x-6>043x-27<0 
b) 2x-6>0v3x-27<0 


Solução 

a) Seja So conjunto-solução de 2x — 6 > 0 
2x-6>0652x>66x>3 S4=]3; tel 
Seja S> o conjunto-solução de 3x — 27 < O 
3X-27<063X<276x<9 S2=J-o; 9[ 


Sendo S o conjunto-solução do sistema, temos: 
S=S;nS2 


O) 


40) 


S=8;9ouS=xeR|3<x<9) 


s pesa 
b) Neste caso o conjunto-solução S é dado por S = 8, U Sp. Pelo diagrama, 
percebemos facilmente que S = R. 


3 9 
O O 
s— dg 
E Ep 
Resolva o sistema de inequações: 
—4x+12>0 
” +8>0 


Solução 


Quando não é mencionado o conectivo, vale a mesma convenção que 
fizemos no caso de sistemas de equações: admitimos que se trata do 
conectivo a. Quando o conectivo é A dizemos também que se trata de um 
sistema de inequações simultâneas. 

Seja S4 o conjunto-solução de —4x + 12 >0 


-4x+12>06-4x>-126x<30.Syj=J-o; 3 

Seja S> o conjunto-solução de 2x + 8 > O 
2Xx+8>0062x>-86x>-4.. S2=]-4 0] 

Sendo S o conjunto-solução do sistema, temos: S = Sy n Sz 
S=(xeR|-4<x<3)ouS=]-4;3 


1% o conjunto-solução da sentença aberta -3< 5 - 2x <9. 


Solução 
|" modo - Sabemos que -3 < 5 — 2x < 9 é equivalente a: 
-3<5-2xn5-2x<9 
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4.7) 


4.8) 


4.9) 
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-3<5-2x 6 2x<D+36x<4 S,=]-o;4 
5-2x<96-2x<9-56x>-2 S, =]-2;0[ 


S=SinS,=|h2;4=(xe R|-2<x<4) 
2º modo - Podemos trabalhar diretamente com a sentença 


-3<5-2x<9 
-3<5-2X<96-3-5<5-5-2x<9-565 
S 2% á 
o-B<-2x<46 o E eaar PE cre 
o4>x>-265-2<x<4 
. S=I-2;4 


Determine os valores de m tais que a equação: 
4x? — 5x + (2m — 1) = O não admita raízes reais, 


Solução 
a=4 
b=-5 
c=2m-1 
a=b?- 4ac= (-5) — 4(4) (2m — 1) = 25 — 16 (2m — 1) = 25 — 32m + 16 = 
41-32m 
Para que a equação não admita raízes reais devemos ter A < 0. 


A<0041-32m<05-32m<41om> E 
Portanto, a resposta é: 
m> 2! 
32 


Determine os valores m tais que a equação 4x? — 5x + (2m — 1) = O admita 
duas raízes reais e distintas. 


Solução 


A=41-32m 
Para satisfazer a condição do problema, impomos 4 > O 
41 
A>0641-32m>065 M<32 
Determine m de modo que a equação: 4%? — 5x + (2m — 1) = O admita duas 
raízes reais e iguais. 


Solução 


A=41-32m 
Para satisfazer a condição pedida, devemos ter A = O 


41 
0 1-32m=0 =—— 
N 4 m em 32 


410) Determine m de modo que a equação: 
4X — 5x + (2m — 1) = O admita raízes reais: 


Solução 
Neste caso não foi esclarecido se as raízes são distintas ou iguais. Assim, 
devemos ter A > 0 
s20041-32m206 medi 
32 
Exorcícios Propostos 
4.11) Resolva as inequações: 
a) x-5>0 d) 3x-2<x+1 
b) 4x-3<x e) 2x-3<5x+6 
x-1 4x—1 
c) x22x+1 f) “E eR TO 
4.12) Resolva os sistemas: 

) 4x-12<0 q) 3x-1220 
3x+18>0 4x+2<0 
4x+30>0 

á -3x+12<0 
h) a | Iosx+28<0 
3x-45<0 possas 


co) -2<6-9x<8 


4.13) Determine os valores de k na equação: 
6% — 7x— (3k — 1) = 0, de modo que: 
a) a equação admita duas raízes reais e distintas 
b) a equação admita duas raízes reais e iguais 
c) a equação admita raízes reais 
d) a equação não admita raízes reais 


4.3 — SINAIS DE ax + b 


Consideremos o binômio ax + b, onde x é a variável, a e R*e b e R. O valor 


numérico do binômio poderá ser positivo, negativo ou nulo, dependendo do valor 
atribuído a x. 


Exemplo 


Consideremos o binômio 2x — 12. Para x = 7, o binômio tem valor numérico 
positivo: 
2x—-12=14-12=2 
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Para x = 3, temos 2x - 12=6 — 12 = 6, isto é, para x = 3, o binômio tem 
valor numérico negativo. 

Para x = 6, temos 2x — 12 = 0, isto é, para: x = 6, o valor numérico do 
binômio é igual a zero. Diremos que o número 6 é a raiz do binômio 2x — 12. ; 

De modo geral, o número que, substituído no lugar de x, dá valor numérico 
nulo é chamado de raiz do binômio. 


Exemplos 


a) A raiz do binômio: 2x — 14 é 7, pois para x = 7, temos 2x — 14=0. 
b) A raiz de -3x— 12 é -4, pois para x = —4, temos —3x — 12 = 0. 


Determinemos a raiz x' do binômio ax + b (onde a + 0): 
ax+b=0ax=bo xD 


Portanto: x' = 2 
Pode-se verificar que: 

1º) Para valores de x maiores de x', o sinal de ax + b é o mesmo de a. 

2º) Para valores de x menores que x', o sinal de ax + b é contrário ao de a. 
Isto pode ser resumido na seguinte tabela: 


m/a significa "o mesmo sinal de a” 
onde: 


c/a significa "sinal contrário ao de a” 


DO A 
e (x) 


Se a>0,a tabela é: e (o) x 
Sea<o0,a tabela é: 4 
Ei õ - (x) 
Exemplo 


Façamos o estudo do binômio 2x — 10. Para tanto, em primeiro lugar 
determinamos a raiz do binômio: 
2x-10=0652x=1065x=5 
Temos: 
a=2,istoé,a>0 
E =5 
Assim a tabela de sinais é: 


ir o 
Esta tabela nos informa que: 
a) para x= 5, o valor numérico do binômio é igual a zero 
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|») para x< 5, o valor numérico do binômio é negativo 
“) para x> 5, o valor numérico do binômio é positivo 


E xomplo 
Consideremos o binômio —3x + 12. Determinemos sua raiz: 
-3x+12=065-3x=-1265x=4 
a=-3 istoé a<0 


x'=4 
A tabela de sinais é: 
4 
á o) ai (x) 


Este quadro nos informa que: 

a) para x =4, temos -3x+ 12=0 

b) para x > 4, o valor numérico de —3x + 12 é negativo 
c) para x< 4, o valor numérico de —3x + 12 é positivo 


Exemplo 


O estudo de sinais nos dá um outro processo para resolver inequações do 
primeiro grau. Assim, por exemplo, se quisermos resolver a inequação —3x + 12 > 0, 
fazemos primeiramente o estudo do binômio —3x + 12 (ver exemplo anterior). 


4 
E E 74 
já 0 a (x) 


Da tabela percebemos que —3x + 12 > O para x < 4 e portanto o conjunto- 
solução de-3x+ 12>06S=(xeR|x< 4), Este processo não é o mais rápido 


neste caso, mas é essencial para resolver alguns tipos de inequações que virão 
adiante. 
Podemos justificar os fatos mencionados acima através do teorema a seguir. 


Toorema 


Consideremos o binômio: ax + b, onde a : Rebe R. Seja x a raiz do 


binômio. 
Temos então: 


Domonstração 
Vamos dividir a demonstração em duas partes: 
1º)a>0 


Lembrando que x' = -- temos: 
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x>xox>-De ao bo acb>0 (o mesmo sinal de a) 


x<x'& x<-Lo ax<-be>sax+b<o0 (sinal contrário de a) 


2)a<o 


ox ox>-Deax<-besax+b<0 (o mesmo sinal de a) 


x<x'ox elsax>beax+b>0 (sinal contrário de a) 
a 


Exercícios Resolvidos 


; 2x-8 
4.14) Resolva a inequação 555 < 0. 


Solução 

Em primeiro lugar, devemos impor —3x — 60, isto, x -2. 

Vamos agora fazer separadamente o estudo dos sinais do numerador (N) e 

do denominador (D): 

N=2x-8 

2x-8=00x=4 
4 -2 


— AE o) TE 6 = 


m seguida reunimos o estudo feito dos sinais de: o 
=2x-8e D=-3x- 6 em uma única tabela, para obtermos os sinais de 


2X- 


D=-3x-6 415) 
-3x-6=06>x=-2 


A tabela nos dá: 
a) parax<-2, 5 é negativa. 
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|) para-2<x<4, De positiva. 


v) parax>4, > é negativa. 


As “bolinhas” servem para indicar as raízes das expressões e estamos 
usando o símbolo & para indicar que a expressão não está definida. Assim 


para x = — 2, a expressão 5 não está definida, pois -2 anula o 


denominador. 


= 
-3x-6 
S=(xeR|x<-20ux>4) 


Como queremos <0 o conjunto-solução é: 


2x-8 
-3x-6 
acrescentar ao conjunto-solução anterior os valores que anulam a 
expressão. Mas para anular a expressão devemos anular o numerador, isto 
RS ag 

-3x-6 


Se o problema pedisse para resolver a inequação <0, deveriamos 


é, fazer x = 4. Assim, o conjunto-solução de 
S=(xeR|x<-20ux>4) 


Resolva a inequação (x — 5) (3x — 9) (-2x + 8) < O 


Solução 
Vamos primeiramente fazer o estudo dos sinais de cada fator: 

A=x-5 B=3x-9 C=-2x+8 
x-5=06x=5 3x-9=005x=3 -2x+8=005x=4 


4 


5 3 
- pr” w = 0 + 0) + 0 -% 


Em seguida reunimos tudo numa única tabela: 
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4.16) 
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Queremos (x — 5) (3x — 9) (-2x + 8) < 0, isto é, ABC<O 


Portanto: 


Resolva a inequação 


Solução 


Vamos reduzir os dois termos ao mesmo denominador (o mmc é igual a 


x-2): 


Antes de continuarmos, observe que neste caso não podemos “desprezar” o 
mmc x = 2. Isto porque desprezar o mínimo é equivalente a multiplicar todos 
os termos por x — 2 e não sabemos se x — 2 é positivo ou negativo e 
portanto não saberemos se devemos manter ou ii 
desigualdade. Quando o mmc é um número positivo não há problema em 
“desprezá-lo” (como fizemos, por exemplo, no exercício 4.2). Assim, sempre 
que em uma inequação houver denominador com variável, devemos 
manter o mmc. Continuemos agora com a resolução da inequação. 


s 


=(xeR|3<x<40ux>5) 


x 
rd 


x 3x-2) 


e çã 


x-2" x-2 


Supondo x — 2 4 O temos: 


X 24 3Kx-2) x —Xx-2) 
Rs 2 x-2 º%-2 x-2 ao 
x-3x—2) x-3x+6 -2x+6 
É ao >0 = >0 TE 0 

N=-2x+6 


Como queremos 


+6 


as 7 >0,o conjunto-solução é: 


S=(xeR|2<x<3) 


inverter o sentido da 


x(2x—14) 0 


Erolva a Inequação: “Ssas E" 


Solução 


[ im primeiro lugar, devemos ter -3x+ 15%0, isto é, x=5. 


A=x B=2x- 14 
2x-14=005x=7 


C=-3x+15 
-3x+15=00x=5 


Para x(2x-14) 9 devemoster0<x<50ux>7. 
-3x+15 


Para Xi2x 14) o, devemos terx= 0 0ux=7. 
-3x +15 
Assim, O conjunto-solução é: 
S=(xeR|0<x<5oux>7) 


Exorcícios Propostos 


418) Resolva as inequações: 


4x+16 (e-2K2x+6) 
3) as SO de = 
b) (x+ 7) (3x- 1) (4x +2)20 d) 8 


4 19) Resolva o sistema 


x+3 
rd 
|(x-1(5-0)>0 
, ' ' x-1 41 
11) Dê o conjunto-verdade de sata: 
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4.4- SINAIS DE ax? + bx + c 


Consideremos o trinômio do segundo grau ax? + bx + c, onde a, be c são 
reais com az 0. O valor numérico desse trinômio poderá ser positivo, negativo ou 
nulo, dependendo do valor atribuído a x. Os valores que, substituídos no lugar de x, 


dão valor numérico nulo são as raízes do trinômio, isto é, as raízes do trinômio 


ax? + bx + c são as raízes da equação ax +bx+c=0. 

Queremos fazer o estudo dos sinais de aé + bx + ce para tanto 
procederemos como no -caso do binômio ax + b: primeiro apresentaremos as 
conclusões e depois faremos as demonstrações dessas conclusões. 

Devemos considerar três casos: 


1º) Suponhamos A > 0. Neste caso o trinômio admite duas raízes reais e 
distintas, x' e x", e a tabela de sinais do trinômio é: 


Esta tabela nos diz que: 
— para x situado entre as raizes (x < x <x'), o sinal do trinômio é 


contrário ao de a. 
— para x situado fora do intervalo das raízes (x < x' ou x > x"), o sinal do 


trinômio é o mesmo de a. 


2º) Suponhamos agora 4 = 0. Neste caso o trinômio tem duas raízes reais e 
iguais (x =x)e a tabela de sinais é: 


Esta tabela nos informa que, para qualquer valor de x diferente da raiz 
(x), o valor numérico do trinômio tem o mesmo sinal de a. 


3º) Suponhamos A < O. Neste caso, O trinômio não tem raízes reais e a 
tabela de sinais é: 


isto é, para qualquer valor de x, O valor numérico do trinômio terá o 
mesmo sinal de a. 


Em resumo, temos: 
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Eecmplos 


') Consideremos o trinômio x? — 5x + 6 


| = 

b=-5 a=b?-4ac=(-52-4(1)(6)=1 

ls =6 

Neste caso A > 0 e o trinômio tem duas raízes reais e distintas: 


ES E 
ars A SMuszex-s 


2a 
e como a > 0, a tabela de sinais é: 
2 3 
. 4 ía O + 


De acordo com esse quadro, temos: 
-parax<2,x2-5x+6>0 
-para2<x<3,x%2-5x+6<0 
- parax>3,x2-5x+6>0 
Assim, se nos pedissem para resolvermos a inequação é -5x+6>0, 
daríamos o seguinte conjunto-verdade: 
V=(xeRix<20ux>3) 
Se nos pedissem para resolvermos a inequação x -5x+6<0 
daríamos o seguinte conjunto-verdade: 
V=(xeR|2<x<3) 


b) Consideremos o trinômio 9x — 24x + 16. 


a=9 A=b?-4ac=(-24) -4(9)(16)=0 
A co sbiNd 224 (4 
c=16 2a 18 3 
dei 4 
Temos então: 4º "* “3 
a>0 
Portanto, a tabela de sinais é: 
Ea 
maca pq 
E 0 * (x) 


Vemos então que o valor numérico do trinômio é positivo para qualquer 


valor de x diferente de é a 


Se nos pedissem para resolvermos a inequação 9x? — 24x + 16 > 0, 
daríamos o conjunto-verdade: 


ve 
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Se nos pedissem para resolvermos a inequação 9? — 24x + 16 < 0,0 
conjunto-verdade seria 


V=g 
pois a tabela de sinais nos informa que o valor numérico do trinômio 
nunca será negativo. 


C) Seja o trinômio -3x2 + 2x — 5. 


a=-3 
a=2 A=b?-4ac=22-4(-3) (-5)=-56 
c=-5 


Temos aqui A <0e a <0. Portanto, o quadro de sinais é: 


a pm ua (x) 
isto é, o trinômio será negativo para qualquer valor de x. Assim, 
podemos dizer que: 


= o conjunto-solução da inequação -3X2 +2x-5<06S=R. 
= o conjunto-solução da inequação -3xX22 +2x-5>06V= 9. 


E: Nos três teoremas a seguir vamos justificar o que dissemos acima. Para 
facilitar a notação, representaremos o trinômio ax? + bx + c por y. 


Teorema 


Demonstração 


Lembremos que o trinômio pode ser fatorado do seguinte modo: 
y=aê+bxrc=a(x-x)x—x") 


Portanto: z =(x-x) (x—x") 


= Suponhamos x < x'. Neste caso teremos também: x < x" e portanto as 
duas diferenças x—- x ex —x" 


x x 
—— + > 
serão negativas. Assim, o produto (x — x') (x — x") será positivo, o que 


significa que E > O. Mas, se 4 
a a 


1 m 


> 0, podemos garantir que y e a têm o 


mesmo sinal. 
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Suponhamos x > x. Neste caso também teremos x > x' e portanto as 
diferenças x— x ex — x” 


x x 
cá 
serão ambas positivas, o que significa que o produto (x — x') (x — x") será 


positivo. Assim, temos novamente o >0e portanto y e a têm o mesmo 


sinal. 


— Suponhamos agora x' < x < x”. Neste caso teremos: x-x'>0ex-x'<0. 
Assim o produto: (x — x) (x — x") 
XE x x 
O a 
y 


será negativo, o mesmo acontecendo com 2 . Mas se E <0,yeatém 


n 


sinais contrários. 


Toorema 


Demonstração 
E A a 
a E (X=X)(x—x") 


Mas como x' = x", vem: L =(x-x)? 
Para qualquer valor de x diferente de x', a expressão; (x — x)? será positiva e 


portanto L > 0. Daí concluímos que y e a têm o mesmo sinal. 


Teorema 


Seja 


caso y! 


Demonstração 


Neste caso o trinômio não tem raízes reais e assim sendo não usaremos 
y=a(x-x)(x—x"). 
Façamos então o seguinte: 


2 2 
rat smacca[e+BucS) ape DxeSs rato )- 


a 48? 4a? 
2 2 2 2 
casei De da) Co] a) +55) | 4a0-62)] À 
a 42) la da 2a) “aa 
— 
(ea) 109 


solução 


caga) (= a aba 
2a 4a? 2a) 4a? 


PLA 
Podemos então escrever: 1. (x +) po 
a 2a 


-—A Rê 
Como estamos supondo À < 0, temos q >0 e, como consequência, para 
' a ; 


qualquer valor real de x, teremos: ua acl 0. Isto significa que ) será 
2a 4a a 


sempre positivo e portantoy e a têm o mesmo sinal. 


Observação: Conforme vimos, podemos escrever. 


A 
2 = Dada 
ax senso=al[1e35) 70? (com a + 0). 


2 
A exrssoal [x+ 35] -&| é chamada de forma canônica do 
a 


trinômio do segundo grau & será usada novamente no capítulo 6 desde livro. 


4.5 - INEQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 


Inequações do segundo grau são inequações que podem ser reduzidas a 
uma das seguintes formas: 


az0 
onde: 4x é a variável 
abecsão constante 


Para resolvermos inequações do segundo grau, fazemos uso do estudo que 
fizemos do trinômio do segundo grau. 


Exercícios Resolvidos 


4.21) Resolva as inequações: 
a) x -4x+12>0 
b) x2-4x+12<0 
e) x2-4x+12<0 
d) 442 -20x+25>0 
e) 44 -20x+2520 
9 44-20x+25<0 
9) 44 -20x+25<0 
h) 2 +3x-7<0 
pj X+3%-7>0 
p x>4 
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a) Vamos, em primeiro lugar, deteminar as raízes dotrinômioy == -4x +12. 
o om seguida fazer O estudo de seu sinal: 


NX -4x+12=06x=-60Ux=2 
a=-4istoé a<0 
Temos: 


x E -B 2 
ma q cla O mia (x) — + car o) 


Portanto o trinômio assume valores numéricos positivos para X situado 
entre -Ge 2: 


v=xeR|-6<x<2)=1-6:2 
b) Aproveitando O estudo do item a temos: 
v=xeR|x<-6vx>2) 
c) v=xeR|x<s-6vx22 
d) y= 4% -20x+25 


a=4 A=b?-4ac = (-20)? - 4(4)(25) = 0 
b=-20  , cbivh (20 (20 5 
c=25 Za 24) 8 2 


a=4,istoé,a>0 


Temos: 4A=0 
se 
= 
: 5 
O O O RS 
mia 0 mia (x) + + 


Portanto, O conjunto-verdade de 4x2 - 20x + 25>0 é 


5 5 
V= R Sl=R-45t- 
pe |x= 5) R É) 
e) Aproveitando o estudo do item d temos: 
V=R. 
f) Trata-se do mesmo trinômio do item d. Agora queremos y < 0, o que a 
tabela de sinais diz ser impossível. Assim: V=D. 


9) É o mesmo trinômio do exercício d, O qual nunca será negativo, mas 
poderá ser nulo. Assim, O conjunto-verdade de y < 0 é: 


h) y==2+3x=7 
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4.22) Resolva à inequação 


= 
a 
p=3 A=b?-490=3-4(-1)(-7)=9-28=-19 
sa 
Temosentão, A<0ea<o0. 
mms 
m/a 69 (4) 
portanto: V=R 


ij É o mesmo trinômio do exercício h, o qual será sempre negativo. 
portanto, o conjunto-verdade de 2 +3x-7>06: 


v=9 
$724%-4>0 
y=x-4 

=1 a>0 

F A=b?-4a0=16 k 

p=0 x'=-2 

asd X2-4=00x=t2 i=4D 

x x» E ê 

DO À DO E SE À 
mia cla mia (x) + - + 0), 
portanto: V= (xe R|x<-20ux>2) k ; 


(x? -4x+3Xx2 —4) =0 
(=x2+6x-8)x-5) 


Solução 
Em primeiro lugar estudaremos o sinal de cada termo. 
A=X-4x+3 B=x-4 
$-4x+3=00x=10ux=3 |X-4=00x=+2 
1 3 =2 2 
pm 
DR E Rc E em E 
-x+6x-8 D=x-5 
SL +6x-8=00x=20Ux=4 |x-5=005x=5 
2 4 5 
TT —+——» ———+——>—» 
- + e Ed + 
Repare que este termo é do 1º grau 


Resumindo numa única tabela: 


Temos então: 
V=(xeRlx<-20u1<sx<20U2<x<30U4<x<5) 
Ou também: 
V=(xeR|(xs-2visxs3v4<x<5)nxa2) 


(X2 +10x+25)(=10x +11) 2 


4.23) Resol 
23) Resolva (2x4 532 -9) 


0 


Solução 
A=x2+10x+25 =—10x+11 
X$2+10x+25=005x=-5 0x4 M=000x=15 
Há 
= 10 
— >» 
+ + + o 
=-2x+45 D=$-9 
E R-9=06x=+3 
-2x +45 =00»x=15 
J5 
2 -3 3 
+ — > Ee — E » 


Antes de reunirmos numa única tabe 


45 . 2288 11 

RR e q02 tl 
5 

Pp, peu aos 

ortanto: 2 27 


a, observemos que: 
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4.24) 


4.25) 
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Portanto: 


vexer|-sexsiliviÊ cx cavx= 8) 


Determine o valor de k de modo que a equação 4x? — kx + 9 = 0 admita duas 
raízes reais e distintas. 


Solução 

Devemos ter 4 > O 
a=4 
b= A=(k)?-4(4X9)=k? 144 
c=9 


Portanto, devemos ter k? — 144 > 0 
Para resolvermos esta inequação achamos em primeiro lugar as raízes de 
k — 144. 


K-144=005K=1445k=+12 
-—12 12 
R " + dy 
Como queremos k? — 144 > 0, devemos ter: 
k<-120uk> 12 
Resolva a inequação X-1342+36<0 


Solução 


Em primeiro lugar fatoramos a expressão x* — 13x? + 36, como vimos no 
capítulo 3. 

x*-13X2+36=(x2-4)xº- 9) 
Assim, x*- 132 +36<06(X-4x2-9)<0 


A=X-4 B=%-9 
Espana 2-9=06x=+3 


—2 2: -3 3 


Assim: V= (xe R|-3<x<-2v2<x<3) 
420) Resolva a inequação =xº + 2X) + 9x— 18< 0 


Solução 
E + DÊ +18 = (x 2) + 9x2) = (x— 2-2 +9) 
Assim, devemos resolver a inequação (x — 2) (= +9)<0 


2 
A=x-2 =—x+9 
x-2=00x=2 x +9=00x=t3 
PA —3 3 
E» + 6) = PESA O Q) 


S=(xeR|-3<x<20ux>3) 


41) Determine o valor de k de modo que a sentença aberta x — kx + (k + 15)>0 
seja verdadeira para qualquer valor dexeR. 
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4.28) 


4.29) 
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S “ivo À o conjunto dos valores de x que nos servem, temos: 
Queremos que o trinômio x? — kx + (k + 15) seja sempre positivo, isto 6, A=VinVa 
queremos que tenha sempre o mesmo sinal de a (observe que a = 1), 
Portanto, devemos impor A < 0. Ac(xceR|x<-30u-3<x<0) 
a=1 


& 
eo] 
wo 


b=k  A=b2-4ac=(K)2-4(1(k+15)=K2-4k-60 me. é 
c=k+15 NA : | 
Devemos então resolver a inequação k? — 4k — 60 < 0. As raízes de K — 4k — 60 Vo ———e— 7 €;> 
são-6e10. - Vi Vo pe) i 
Assim, devemos ter -6 <k < 10 i ! 
a) 10 
—+————— 
+ — o 
rololos Propostos 
Determine os valores de k de modo que a inequação: (k + 3x2 +kx+1>0 : 
j isfei - 40) Rosolva as inequações: 
seja satisfeita para qualquer valor real de x (supor k + —3) 8) É -7x-8<0 ) 2 -4x+6>0 
Solução b) $-7x-8<0 k) = 4x+6<0 
e) X-7x-8>0 |) X-4x+6<0 
a=k+3 d) X-7x-8>0 m)-x+5x-6<0 
b=k  A=bi-dac=kê-4(k+3)=K2-4k-12 0) 4-6x+9>0 n) -+5x-6>0 
c=1 ) X-6x+9>0 0) 150 
7 4 9) x— 6x+9<0 p) 2-4x 
Para que o trinômio (k + 3x2 + kx + 1 seja sempre positivo, devemos ter h) X-6x+9<0 q) 4 -7Xx<1+5x 
a>0€A<0. |) x-4x+6<0 
a>0<>k+3>0 
2 dk 4.31) Resolva as inequações: 
A<0 ok? -4k-12<0 5 x2-3 x2-5.1 
O conjunto-verdade dek+3>06V, =(KeRlk>-3) a) H2x— 3)" > 4x(2x — 9) +43 TR) 
O conjunto-verdade de k? -4k -12 < 0 é W=(keR|-2<k<6) , 
Sendo V o conjunto dos valores de k que nos servem, teremos: V = Vjn Va. 4132) = asinequações: 
Fazendo a operação obtemos: X-6x+5 c) x62+4%) (9 
V=keR|-2<k<6) x -7x+12 pr 
dj W-202-x-12) 9 ay S=sftearto a, 
R ape o ER -3x+6 = x2-4x-12 
Seja: y = Lean, Determine o conjunto de todos os números reais x ' 
para os quais y é real. 4.33) Resolva os sistemas: 
x-3 x-4 x-5,x-8.,1 
Solução = UR O) ra tx=3*2 
Para que y seja real, devemos ter -x z 0 e xº- 9» 0. Neste caso, o valor b) a 9) Ta ao 
numérico da expressão xº — 4 não importa. Sendo V, o conjunto-verdade de Del es RE Ro 
— > 0, temos: 
E 1:11) Resolva os sistemas: 
=XeR|x<0 pagas EE 
Seja V> o conjunto-verdade de: x — 9 0. a E ESA b) 42x-7 
X-92:00x43ex+-3 xº-7x+1220 (x2-5x+4)(x2-2x-3)<0 
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4.35) Determine o valor de p de modo que a equação 22 -2(p-1)x+5p=0não 
admita raízes reais. ! [1 mudo geral, a implicação a = b a? = b? é verdadeira para quaisquer a 
fo cnino negativos). No entanto, a implicação “2 =b?=>a=b"só é válida para 
4» W pusilivos ou nulos (o que é ressaltado no exemplo a seguir). Por isso a 
equivalência a = b > a? = b? é válida desde que a e b pertençam a Rs. 


4.36) Determine o conjunto formado por todos os valores de k de modo que à 
expressão (k — 8)xº + (k — 1)x — 1 seja negativa para qualquer valor de x 


(suponha k = 8). 
Essmplo 


À sontença (3)? = (3)2 é verdadeira, no entanto a sentença —-3 = 3 é falsa. 


4.37) Determine o conjunto de todos os valores reais de x para os quais 
unto a sentença (-32 = 3? => -3 = 3 é falsa. 


(2 = 4)/x 


x2-5x+6 


expressão resulta um número real, 


vabeR 


Neste caso não é necessário que a e b sejam positivos (ou nulos). 

[Do modo geral, a sentença “a = b <> a” = b”” é verdadeira para quaisquer a 
| dendo que n seja ímpar. Quando n é par e diferente de zero a sentença só é 
ida para a e b pertencentes a Rs. Assim temos as propriedades Ps e Pro: 


4.6 - PROPRIEDADES 


Neste item lembraremos mais algumas propriedades dos números reais q 
serão úteis na análise de outros tipos de equações e inequações. 


k nn i 
Para a desigualdade, há propriedades análogas a Py, Ps, Po e Pro, que são 


. Esta propriedade nos diz que podemos somar membro a membro atoa Pa 
desigualdades de mesmo sentido. 


Exemplo 
5>2 
e ,5»5+7>2+4 


Exomplos 
a) a>boa?>b? va be R+ 


b) a>boal>b, vabeR 
c) A sentença 3 >2 é verdadeira e no entanto a sentença 3º > 2º é falsa. 
Daí a necessidade de se impor n O (n e Nº) na propriedade Pr2. 


va bc deR, 


j Esta propriedade nos diz que podemos multiplicar membro a membro 
fi Pap de mesmo sentido desde que todos os membros sejam positivos (ou 
alguns nulos). 


Exorcícios Resolvidos 


Exemplo 
4>3 
e 5=>4(5)>32) 4 38) Sendo a e b números reais positivos quaisquer, demonstre que: 
5>2 a) a>b=>a">b” (ne Nº) 


b) a'>b'>a>b (ne Nº 


va beR, o) a>boa'>b” (neN?) 
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Solução 
a>b 


a>b 
a) Temos que: n desigualdades. 


a>b 
Pela propriedade Ps podemos multiplica 
desigualdades obtendo: RE PEA AA 


a:a...a>b-b...b 
Eua Bra 
n fatores n fatores 


isto é,a”>b”, 
b) Temos, i u n a: 
) Ens por hipótese, a” > b”. Suponhamos, provisoriamente, que a<b. 


a<xb 
a<xb 


n desigualdades 


a" <b” 
Portanto a <b > a” <b”, o que vai contra a hipótese (a” > b”). Portanto 


supor a <b nos leva a um absurdo e assi 
) sim a < b deve ser falsa. 
consequência, a > b deve ser verdadeira. ama 


c) Depois de demonstradas as propriedad i 
Fe Ata prop es dos itens a e b temos 


a>boa'>b”, 


4.39) Mostre que 2 +/7 < 3 + 4/6. 


Solução 

Os dois membros da desigualdade são positivos. Portanto: 
247 < 3 +48 6 (V24 4/72 <(3 48) 6 

6 (22 +2/247 +(NTP <(3P + 2/38 +48 6 
242/14 4+7<3+2/18+669+2/14 <9+2/18 & 
e 14 < 18  14<18 


Como esta última s ê i li E 3 
sentença. entença é obviamente verdadeira, também o é a primeira 


Exercícios Propostos 


4.40) Sendo a, b e c números reais quaisqu il 
er, dê ” PR ” 
pad ie quaisq o valor “verdadeiro” ou “falso”: 
b) a>boacl> be? (com 00) 
co a>b>af>b? 
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dj >b>a>b 

O) a>bea>b? 

1 a>b>a2>b? 

9) a >b">a>b (a>0,b>0) 
h) a>bo >? (a>0,b>0) 
) a>b>a'>b” 

p a>b>a>b 

k) a>boa'>b” 


441) Considere os números reais a, b, x, y, z, tais que: 
a>bx>yeb+y>z. 
Demonstre que a >z—-x 


442) Demonstre que 2 +48 < 3 +47 


443) Sendo a e b números reais quaisquer, demonstre que: 
a) a2+b2>2ab b) a +b?+c?>ab+ac+be 


144) Dados dois números reais a e b, sua média aritmética é definida por e ; 


Supondo que a < b, prove que: 
a+b 


a< <b 


Observe que demonstrar isso é equivalente a mostrar que a média 
aritmética de dois números distintos está entre eles na reta, isto é, está no 


“meio”. 
eme pe pe 
a at+b b 
2 


4.45) Consideremos dois números reais a e b não-negativos. A média geométrica 
de ae b é o número m tal que m? = ab. Portanto observamos que 


m=+ab. Para o caso particular em que 0 <a <b, prove que 


a< ab <b 


Note que demonstrar esse fato é equivalente a demonstrar que a média 
geométrica positiva de dois números reais distintos e não-negativos está 
“entre eles” na reta, isto é, está “no meio”. 


o a Jab b 


Obs.: Alguns autores definem a média geométrica apenas por m = ab. 


4.46) Consideremos dois números reais a e b não-nulos. Sua média harmônica é 


igual a 2. Para o caso cm que: O <a < b, demonstre que: 
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af= di 
—+[—+—— +» 
0 a 2ab b 
a+b 


4.47) Consideremos dois números reais positivos e distintos a e b. Sejam: 


Ma = média aritmética de a e b 
Mg = média geométrica positiva de ae b 
mh = média harmônica de a e b 


Prove que: mh < mg < ma 


4.7 - MÓDULO 


Definição 


Consideremos um número real x. O módulo de x é um número 


representado por |x| e obtido do seguinte modo: 
1º) Se x é positivo ou nulo, o seu módulo é ele mesmo. 


Exemplos 


a) O módulo de +5 é igual a +5, isto é, |+5| = +5 
b) O módulo de 7, é igual a 7, isto é, |7]=7 
c) O módulo de O é igual a 0, isto é, |O|= 0 


2º) Se x é negativo, o seu módulo é obtido trocando o seu sinal. 


Exemplos 


a) O módulo de —5 é +5, isto é, |-5| = +5 
b) O módulo de —7 é +7, isto é, |-7| = +7 
c) H8l=+8 

d) |+8] = |-8| = +8 


Exemplos 

a) Para x > O temos |x| =x 

b) Sejax=-3. Temos: 

x| = -3] = +3 = (53) = (x) 

isto é, |x| = —x 

c) De modo geral temos: para x < 0, |x| = —x 
d) Se x=o0 tanto faz dizer que |x| = x como 


Ix| = —x, pois + 0 = -0 
Da definição decorre que |x| nunca é negativo, isto é, 
vx, |x/>0 
A definição de módulo pode ser dada de modo mais formal: 
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ti “módulo de x pode ser chamado também de “valor absoluto de x”. 


Wsipretação Goométrica 


Salismos que o número real x está associado a um ponto da reta. Podemos 


Essimplos 


Wdipistar o módulo de x como sendo a distância do ponto que representa x ao 
ponto aque representa o número O. 


nj No esquema abaixo o número real 3 está associado ao ponto A. O 
módulo de 3 é igual à distância entre A e O. 


—— +++ ——» 


o 3 A 
pena st 


101234 
[31=3 


|) No esquema abaixo, o número real -3 está associado ao ponto B. O 
módulo de =3 é igual à distância entre B e O. 


siguimas Propriedades 


B 3 O 
Fc À 


4-3-2-1 01234 


Sendo x e y números reais quaisquer, temos: 


As propriedades acima são todas imediatas; no entanto, a propriedade Ms 


metoco um comentário. Suponhamos por exemplo x = 5. Temos: 


VE EP =V25 =5=l= 


Suponhamos agora x = —5: 


Esurcicios Resolvidos 


try Calcule: 
[5-2] 


e =J(-57 = 425 =5=|-5/= |x! 


9 -21+ 5] 
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4.49) 


4.50) 
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9) |B-S5|+2-11] 
h) 4+3[2-9]-[55] 
d l8+|5-3]] 


3-5|+|2-11]=|-2]+|-9=2+9=11 
4+3/2-9-|-5]=4+3|-7|-(5)=4+3(7) - 
 4+|5-3]|=|4+2]]=14+2]= 


5=4+21-5=20 


Dê o valor verdadeiro ou falso: 
4-7|=|7-4] 
4+5|=|4]+ |5| 
o + (-8)| = |-3] + |-8] 
) + (8)] = |-3| + |8] 
q 
5] 
)L= 


e) E 


9 (4) (S=|4]-|5 
9) x-3<0>|x-3]=-x+3 
h) 2x+420>[|2x+4]=2x+4 


Na i|= VTN 


Solução 


a) V 
b) V 


At 


c) V DIA 


d) F 


Resolva as equações: 


) Ixl= b) Ixl= c) Ixj=-5 


Solução 


a) Sabemos que |4| = 4 e |-4] = 4. Portanto, os valores que satisfazem a 
equação |x| = 4 são 4 e —4, isto é, 
Ix=45x=40ux=-—4 
V=(4;-4) 
b) O único número real que tem módulo igual a zero é o próprio zero. 
Portanto: 
x=05x=0 
V=(0) 
c) O módulo de um número real não pode ser negativo e portanto a 
equação |x| = —5 não tem solução. 
v= 


1 tun Propostos 

cleo: 

mo | -3 a) [(-5)+2-(-8)] 
ho) [3-7] e) II31-|-9Il 

0) |-4+6] 9 |4-7]-|-12] 
[Dá o valor “verdadeiro” ou “falso”: 

a) |3]= 1-3] 

b) Ixj=|-x|, YVxe R 

0) Sex=3ey=5, então |x + y] = |x| + Iyl 

d) Sex=-3ey=5, então |x + y| = |x| + |y| 
n) Sex=-3ey=-5, então |x + y|=|x| + |y| 
) Sex=+3ey=-5, então |x + y]< |x| + |y| 


Sex=-3ey=5, então |x +yl < |x) + |yl 


q) 
h) 4x-7<0=[|4x-7]=7-4x 
a pe 

2 10] 10 


Resolva as equações: 
a) Ix=7 

b) Ix|==7 

o) Id= 


EQUAÇÕES ENVOLVENDO MÓDULO 


As equações envolvendo módulo são resolvidas usando a definição de 
múdulo e as propriedades a seguir: 


Para justificar Mo e Mro basta que lembremos da propriedade P; do item 4.6 


ilonte capítulo, isto é, 


a=boal=b? va eR, 


No caso da Ms, lembrando que |x/? = x? e que a 0 temos: 
praopf=2ox=a 
De modo semelhante podemos justificar Mo. 
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Exercícios Resolvidos 
4.54) Resolva a equação |x| = 7 


Solução 

1º modo 

kl=7ex=70ux==7.V=(7;-7) 

2º modo 

Aplicando a propriedade Ms, temos: 
Kl=7002=Poxw=400x=47.V=(7-7) 


4.55) Resolva a equação |x — 2/ = 6 


Solução 

1º modo 

x-2=65x-2=60ux-2=-665x=80ux=-4 “NV =(8; 4) 
2º modo 
k-27]=60(x-2)=00%-4x+4=360x-4x-32=0. 


Resolvendo esta última equação, obtemos x' = -4e x' = 8, 
Assim: V = (8; -4) 
Podemos observar que o 2º modo em geral não será muito vantajoso. 


4.56) Resolva a equação |x — 3| = [4x — 1] 


Solução 

1º modo 

Ix-3|=|4x-1]e»x-3=4x-10ux-3=-(4x— 1) 6 
ox-4x=3-1o0ux-3=-4x+16 

4 


=-2 oux= É 
Sx= a" OU 5 


12.4 
v=[5:5) 
2º modo 


x-3]=|4x-1] o (x-32=(4x-126x-6x+9=16X-8x+16 
o 152-2x-8=0 


Resolvendo esta última equação, obtemos x' = 5 ex"= Ê 


4.57) Resolva a equação x? — 3x| - 28 = 0 


Solução 


Notando que x? = [x]? podemos escrever: |xf — 3|x| -28 = O. Fazendo a 
mudança de variável |xl = y, a equação fornecida transforma-se em: 
y—3y—- 28= 0. Resolvendo esta última equação, obtemos: y=Tey'=. 
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Luque |x| = y, vem: 
pura y=7, |X/=7 e portanto x = +7 
para y=-4, |xX/=-4 (impossível) 
Portanto: V = (7; —7) 
4h) Rosolva a equação |3x + 9] = 1 =x 
Solução 
Para que a equação tenha solução devemos ter 1 — x 2 0, isto é, x < 1. 
Supondo esta condição válida temos: 


Bx+9]=1-x53x+9=1-xou3X+9=—1 +x<> 
ex=-20ux=-5 


Tanto -2 como -5 satisfazem a condição x < 1 e portanto temos: 
V=(-2;-5) 


10) Resolva a equação |2x — 1|= 5x + 3 


Solução 
Devemos ter 5x + 3 > 0, isto é, x2-5. Supondo esta condição válida, 


temos: 
[2x-1]=5x+362x-1=5x+30U2x—1=-5x-3 > 


4 aê. 
Sx=-5 ou x= 7 


4 , 
O valor x= A satisfaz a condição x > -$ , porém x= E não satisfaz e 


portanto não é solução da equação. O conjunto-solução é então: 
s=)-2 
ad 


460) Resolva a equação |x — 1] + |x + 6] = 13 


Solução 
Façamos em primeiro lugar os estudos dos sinais de x — 1e x + 6. 
A=x-1 B=x+6 
x-1=06x=1 x+6=06x=-6 
1 -6 
e a = 


[para x<1 temos x-1<0 e portanto |x-]=-x+1 
para x>1 temos x-1>0 e portanto |x-1=x-1 
para x<-6 temos x+6<0 e portanto |x+8|=-x-6 


para x >-6 temos x+6>0 e portanto |x+6|=x+6 
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Hropostos 


seu RR 


iva 115 equações: 
-u 
DIEESEA ra vaio 
v) 3/x=9]-1=0 5 fis E aê 2-0 
dd) dlx=3/=13 d |[3-|4x—1]|= 
e) |5=x| = |4x+ 12] 5) Pi Pê bra 
Henolva as ei ve ' 
a) 3x “40 xl — b) (x-3) +|x-3]-12=0 
Temos então três casos a considerar: Henolva as equações: ' 
px = —*+1 a) |3x=1]=6x+2 o) | -6x|=2x— 12 
1) xs-6> b) |5x+6|=3x—1 
|x+6|=-x-6 
Portanto a equação |x — 1] + |x + 6] = 13 transforma-se em ao) Proa aj ioxe dis 11 o) |x-1]-|2x+0]+2x—4]= 13 
+ Time 6i5 48 b) Ix+a|+|x+7]= 


—2x =18 
x=-9 4 n6) Rosolva o sistema: 
O valor x = —9 satisfaz a condição x < —6, portanto é solução. [3x ' a| =2y 
isa llax-1= 
E antes |x=1==x+1 | | 
|x+6|=x+6 
4. = INEQUAÇÕES ENVOLVENDO MÓDULO 


Para este caso a equação transforma-se em: 
=x+1+x+6=13 

7=13 (absurdo) 

Portanto, não há solução no intervalo [-6; 1] 


As inequações envolvendo módulo podem ser resolvidas com O auxílio das 
propriedades a seguir: 


x=1]=x-1 
8) x 1= f : , Exomplo 
+6|=x+ 
Consideremos a inequação |x! < 2. 
Temos então: Os valores que satisfazem essa inequação estão entre -2 e 2: 
k|<26-2<x<2 


x-1+x+6=13 
2x=8 
x=4 
O valor x = 4 satisfaz a condição x > 1 e portanto é solução. 
Assim, obtemos: V = (-9; 4) 


-3-2-101283 (x) 
Assim o conjunto-verdade de |x| < 2 6: 
V=eR|-2<x<2)=]-2;2 


4.61) Resolva a equação 4|x|- 3 = 5 


Solução 


4x/-3=5054|x/=5+3054|xy=86|x|= 
&x=20Ux=-2 
olidio 129 
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') Sabemos que |x| > 0. Portanto a inequação |x > O será satisfeita para 


Seja a inequação |x| > 2. Temos: qualquer x + O. , 
=R* 


kl>26x>20ux<-2 


xemplo 


h) [x] < 0 não é satisfeita para nenhum número real: V= (9. 


-4-3-2-10 1234 |) Sabemos que |x|>0, Vx e R. Assim, V =. 


Portanto o conjunto-verdade desta inequação é: 
V=(xeR|x>2vx<-2)=]0; =2[U]2; of 


|) Como |x| não pode ser negativo, O único número real que satisfaz |x| < O 
éo. 
V=(0) 
kw bê =|x| e assim temos: 
>4o||>45x>40u x<-4 
V=(xeR|x>4vx<-4) 


"xercícios Resolvidos 


67) Resolva as inequações: 


a) x>3 d) xl<3 9) x|>0 » bi<o 
5 a a pira h bi<o k) Vx2>4 1118) Resolva as inequações: 

9 Ixj<-3  |x>0 a) k+31<5 o) [K=F >6 
Solução b) 3x-3]-2>0 


Solução 
a) k+3]<56-5<x+3<+506-B8<x<2 
V=(xeR|-8<x<2)=[-8; 2] 


a) |x)>3>x>30ux<-3 


543-21012345 


V=(xeR|x>3vx<-3 
b) 3x-3]-2>063x-3]>2 6 |x-3]> é o 


áx-a> 2 oux=de- 2 xo Uoux<? 
8 3 3 3 


b) |xg>235x>30ux<-3 


43-21 01234 


V=(xeR|x>230ux<-3 
, Vefrerixo our ed] 


o) Xj<35-3<x<3 


432401234 4.69) Resolva a inequação: x? - 5)x| + 6>0 


V=XeR|-3<x<3=]-3;3 


Solução 
1º modo 


Fazendo a mudança de variável |x| = y, temos: x? = [x = y?. Lembrando que 
|x|>0, isto é,y > 0, temos: 


d) s3o-3<x<3 


af=a=210 | 2 34 y-5y+6>0 

V=(xeR|-3<x<3)=[-3;3] X-5|+6>054 e 
e) bl>-3 dem 

Como |x| >0, |x| >-3 será sempre verdadeira i E 

| y Vamos primeiramente resolver yº — 5y + 6 > 0 
Portanto: V =R 
y-5y+6=00y=20Uy=3. 

9 xs 2 3 

Como |x|>0, |x| <-3 será sempre verdadeira e assim: V= 9. + = + 


30 al 


Portanto: y*- 5y+6>0y<20Uy>3  [W=(XeR|x<0) 
Ri devemos ter y>0, os valores de y que nos servem são os quo Sejam: Vi=(xeR|x<-3 0Ux>-2) 
0O<xy<20uy>3 Um outro conjunto de valores que nos servem é: 
0 2 3 B=VanVs=(Xe R|x<-30u-2<x<0) 
E O conjunto-solução da inequação proposta será S= AU B. 
0 <|x| <2 s 2092 3 
Portanto: 2 — 5x[+6>0 =) ou 
|x| >3 A 
Es pi ia (S,) B 
Ix>35x>30ux<-3 (S,) S=AUB 
=3 “e 2 3 
s S=(xeR|x<-30u-2<x<20ux>3) 
4 
S, 170) Resolva a inequação: |2x — 6|> x — 4. 
Solução 
S;US, ç 


Façamos duas hipóteses: 
1)2x-6>0 
2x-62062x260x>3 
Portanto, para 2x—- 6 >0, isto é, para x > 3 temos: 


S=[xeR|x<-30U-2<x<20ux>3) 


2º modo 


Consideremos dois casos: x> 0 oux<0 l2x-6]=2x—6 
1º)x>0 e a inequação transforma-se em: 
Neste caso |x| = x e a inequação pode ser escrita: 2x-6>x—4 
X-5x+6>0 Ri 
x> 


X-5x+6>00x<20Ux>3 


ESSO - O (x) 
Seja [Tica 
W=(XeR|x<20Ux>3) 


Assim, um primeiro conjunto de valores que servem é: 
A=VinW=[(xeR|0<x<20ux>3) 


Porém, como estamos trabalhando com x > 3, temos que um primeiro 
conjunto de valores que satisfazem a inequação proposta é: 


A=(xeR|x>3) 


2)x<0 2)2x-6<0 
Neste caso temos [|x| = -x e a inequa ita: 2x-6<052x<6ox<3 
X+5x+6>0 A rage na Portanto, para 2x — 6 < 0, isto é, para x < 3, teremos: 
$2+5x+6>00x<-30Ux>-2 [2x—-6|=-2x+6 
E! 2 Assim, a inequação proposta transforma-se em: 
DO O -2x+6>x-4 
ii * + 10 


-2x+6>x-46—-3x>-106x< Ei 
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| 5] R|x<4 
A preRix>gjntee |x<4) 


A-xeRIÉ<x<4) 


Lembrando que estamos trabalhando com x < 3, temos que um outro 
conjunto de valores que satisfazem a inequação é: 
B=(xeR|x<3) 


10 
Ema a 
i j -soluçã il é: S= B= 
Assim, o conjunto-solução da inequação proposta é: S = A R 4 <x<5 
3 |3x-12]=3x-12e|5-x|=5-x 
3x-12+5-x<12 
2x<19 
Sz=R 19 
B a 
B=(xeR|4<x<5) 
4.71) Resolva a inequação: |3x — 12] + |5 — x| < 12. 4 5 2 
Solução 
Façamos em primeiro lugar o estudo dos sinais de [3x — 12] e |5 — x|. 
3x-12=065x=4 
5-x=00x=5 3)x25 
|3x— 12] = 3x— 12 
EEN Err eps 
3x-12-5+x<12 
3x — 12 * E 4x<29 
29 
x<— 
29 
o-frerisax<D) 
S=x + + 29 
5 4 
=5+x 
Temos então três regiões a considerar: 
1)x<4 8 ” ' 2 
Para estes valores de x temos |3x — 12]=-3x + 12 e |5-x|=5-—x. 4 
Assim a inequação proposta transforma-se em: A 
+ 12+5-x<Do-4<Dox> É B 
4 
Como estamos trabalhando com x < 4, um primeiro conjunto de valores c 
que satisfazem é: S=AUBUC 


135 
134 


s-[reriicacD) 


Exercícios Propostos 


4.72) Resolva as inequações: 


a) |x>6 ú e) Ix/>-6 

b) kj>|x f) |xl>-6 

o) Ix<6 9) Ix<-6 

d) Ixl<6 h) Ix<-6 
4.73) Resolva as inequações: 

a) |3x—-5]>2 9) |3x-5|<-3 

b) |3x—5]>2 h) |3x-5]<-3 

o) |3x-5|<2 ) |3x-5]>0 

d) |3x- 5] <2 ) |3x-5]>0 

e) |3x-5|>-3 k) |3x-5]<0 

f) |3x-5|>-3 ) |3x-5|<0 
4.74) Resolva as inequações: 

a) J(x-22>7 

b) 5|3x+8]-6<1 

c) |2x-6]-3<0 

d) |X?-3x|<10 


4.75) Resolva as inequações: 

a) xX-2|x-24<0 

b) KX-2x-3]<3x-3 
) |2x-3]+|2x-5]>6 


4.76) Resolva as inequações: 
a) (X-16)-|x -6]>0 
b) (xX2-16)-|3x-6]>0 
x2-5x-6 
0) >> — <0 
4 
x2+3x-10 
“PA 


a) 
4.10 - PROPRIEDADES DO MÓDULO 


Além das propriedades já apresentadas, há mais algumas importantes que 
serão apresentadas a seguir. 
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Exomplos 


a) Sejax=+ 3. Teremos -|3/<3<|3), isto é, -3<3<3 que é obviamente 


verdadeira. 

b) Seja x = -3. Teremos: -[-3] < -3 < |-3], isto 6, -3<-3<3 que é 
verdadeira. 

c) Seja x = 0. Teremos “0 <s 0 <|0], isto é,0<0<o0, que é também 
verdadeira. 


Esta é a chamada desigualdade triangular e a razão do nome é entendida 
quando se faz o estudo dos números complexos (ver volume 7 desta coleção). 


Exemplos 

a) Sexe y são ambos negativos ou ambos positivos, vale 
be+yl= xl + Iy 

Assim, por exemplo, temos: 
|4+7]= 14] +17 

[t-4) + (-7)] = [-4] + 1-7] 

b) Sex=0ouy=0, teremos também |x + y| = |x| + |y|. Assim, por exemplo. 
7 +0|=7]+]10 
[(=7) + 0] = |-7] + 10] 
c) Sexey são diferentes de zero e de sinais contrários, teremos: 
Ix+yl< xl + |y 

Assim, por exemplo, temos: 
I(5) + (-2)] < [5] + 1-2] 
[t-7) + (9 < 1-7] +13] 


Exorcicios Resolvidos 
411) Demonstre que é verdadeira a desigualdade triangular. 


Solução 


[lá vários processos de fazer essa demonstração. Um deles poderia ser 
vorificar que a desigualdade é verdadeira para cada um dos seguintes 
LISOS: 

x20ey>0 

x<0ey<0 


137 


138 


Neste ponto devemos nos lembrar que, de acordo com a propriedade P+2 do 


x20ey<s0 item 4.6, temos; 

x<0ey>0 2<n2 < >0 >0) 
Porém este processo é muito demorado e assim apresentaremos, a seguir, Sai À sc 
3 processos mais rápidos. ra fee RO 


1º processo be+ yÊ< (+ py? e + yl< pd + |y] 


PRA PAR ASA rn nordo 1 4.78) Demonstre que, |x — y| < |x — z| + |z — yl, quaisquer que sejam os números 


x+y>200ux+y<0O reaisx, ye z. 
1º caso: a 
x+y20 Solução 
x+y20 Ei x-y=(x-2)+(2-y)=|x-y|=[(x-2)+(z-y)) 
> 
xsbjeys|yj=x+y |+|] lix-z)+(2-y)s|e=z]+2-y| 
=|x+y|<)x/+|y] =|e-y<|x-2]+[2-y] 
2ºcaso:x+y<O 
x+y<0=-x-y>0 Tee, | x y<hxy+y Exorcícios Propostos 
Como: 
Esse y| = |x + y| 4.79) Sendo x e y números reais quaisquer, demonstre que: 
== |x| a) Ix-yl <|x)+ |y] 
b) Ix-ylz|xl-|yl 
==|yl o) Ix+ylz|xl=|y 
Vem: 4,80) Sendi is quai d 
x+y<x+Iy ) Sendo x, y e z reais quaisquer, demonstre que 


Ix+y+z]<|x + Iy] + 2]. 
2º processo 


-|x <xs Ixl 4.81) Sendo x, y, a, b e k números reais quaisquer, demonstre que: 
-y se h Somando membro a membro, obtemos: x-al<kely-b|sk=I(x+y)-(a-b)|<2k 
== Iylsx+y<|x] + |y] 
ou x) + |y)sx+y<|x+Iy) (1) 
Observando que |x| + |y| > 0, vemos que a desigualdade (1) é do tipo: 
-m<k<m (comm>0) 
e de acordo com a propriedade M44, temos: 
-msksmo kem 
Assim, concluímos que a desigualdade (|) é equivalente a: 


be+yl< | +Iy] 


3º processo 
De acordo com Ms, temos 

xy s xy] 
Porém |xy| = |x| |y| e assim temos xy < |x|- [y] 
W<bl JS 2 52 dos 0 + t+ 2xy 22 + y + 2pd y] 6 
ox + / +2xy< [xP + IyÉ+2 ly o (x+y?< (+ yes 
e pe + yf< (pa + Iy)? 
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Exercícios Suplementares 


1.1) Determine os valores do parâmetro a, tais que o sistema 
a -y=a 
x-4y=a-13 
admita soluções (x; y), de modo que: x< 0 e y>0. 
11.2) Sejam os conjuntos: 
A=(xeR|X-2x-15<0) 
B=(xeR|$2-2<0 


M=(xeR|-2< <4) 
Determine: 

a) Ch 

b) (AnB)-M 

c) (ins) 


11.3) Resolva a equação 2x2 -9x 14 — 2x2 7x 41 = Ts 
11.4) Resolva a equação V2x+3 = /5x+8-3x+5. 


11.5) Resolva a inequação [2x + 4] > |x— 1]. 


11.6) Resolva o sistema: 


Madulas 
ey oz 
ESpiçe a 
xy z 
ES Ad 
Xe ya 


11.7) - Fatore a expressão xº — 17x! + 16. 


11.8) Resolva a inequação xê — 17x! + 16 <0. 


8 4 
xº—17xº +16 ” 


I1.9) Resolva a inequação <0 
) due 1-4x2 
11.10) Sendo x e x" as raízes da equação 3x2 + 8x — 2 = O, calcule o valor de 
sto 
x x 
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Capítulo 5 — Relações 
Capítulo 6 — Função real de variável real 


Relações 


» COORDENADAS NO PLANO 
Eixo 


Eixo é uma reta orientada sobre a qual se fixou uma escala. 


JZ x 
“il 0 142 3y 4 
aaa pg pp gerem 
fo UA 


ci de medida 1 


Para se obter um eixo, marcamos sobre uma reta dois pontos, O e U, de tal 
[] o o segmento OU tenha medida igual a 1. 

rota recebe, então, uma orientação: convencionamos que o sentido de O 
| 6 0 sontido positivo; o outro sentido é o negativo. 
Com a origem O e o segmento unitário OU fica estabelecida uma escala 
Io a rota, 


tema do Abscissas 


[Estabalecemos sobre um eixo um sistema de abscissas associando ao 
to O O número zero e ao ponto U o número 1: então, a cada ponto P do eixo 
apondo um único número real xp e, inversamente, a cada número real xp 
aponde um único ponto P sobre o eixo. 

() número real xp associado a P denomina-se abscissa de P; para 
loarimos que o ponto P tem abscissa xp, escrevemos: 


Na figura acima, temos: 0(0), U(1), A(N2), B(-1). 
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Sistema Cartesiano Ortogonal 


: Consideremos dois eixos perpendiculares Ox e Oy, para os quais a 
interseção O seja a origem, e que tenham a mesma unidade de medida. 
l A um ponto qualquer P, do plano dos dois eixos: associamos dois números 
reais pelo processo seguinte: 
Passamos por P retas perpendiculares aos eixos: uma delas encontra o eixo 
Ox no ponto de abscissa xp, e a outra encontra o eixo Oy no ponto de abscissa yp. 
Obtemos, assim, um par ordenado de números reais, (Xp; yp), associado ao ponto 
P, Os números xp e yp denominam-se coordenadas de P; xp é a abscissa de P e 
yp é a ordenada de P. 
. O sistema de coordenadas estabelecido por esse processo chama-se 
sistema cartesiano ortogonal. 
Para indicarmos que o ponto P tem coordenadas (xp; yp) escrevemos: 


Plxe; vp) 

A figura abaixo mostra alguns pontos do plano cartesiano, cada qual com 
suas coordenadas indicadas. Observe que os pontos pertencentes ao eixo Ox 
possuem ordenada y = O, enquanto que os pontos pertencentes ao eixo Oy 
possuem abscissa x = O. Na figura temos: 


Quadrantes 


Os dois eixos do sistema cartesiano dividem o plano em quatro regiões, 
chamadas quadrantes, numeradas conforme se vê na figura abaixo. Convenciona- 
so que os pontos situados sobre os eixos não pertencem a nenhum dos 
quadrantes. É fácil ver que cada quadrante está relacionado com os sinais das 
coordenadas dos pontos. Por exemplo, se um ponto está no primeiro quadrante, 
suas coordenadas são ambas positivas; um ponto situado no quarto quadrante 
apresenta abscissa positiva e ordenada negativa. 


y 


5.2 - PAR ORDENADO 


O Conceito de Par Ordenado 


Admitiremos a noção de par ordenado como conceito primitivo. 
Dados os objetos a e b podemos, com eles, formar um novo objeto, indicado 


(aib) 
que se denomina par ordenado. 

Diremos que no par ordenado (a; b), a é o primeiro elemento, ou primeira 
coordenada, ou primeira projeção; b é o segundo elemento, ou segunda 
coordenada, ou segunda projeção. 

Observe que no conceito de par ordenado a ordem é essencial; assim o par 
(1; 3) é distinto do par (3; 1). No par (1; 3), 1 é o primeiro elemento e 3é o segundo 
elemento; e, no par (3; 1), 3 é o primeiro elemento e 16 o segundo elemento. O 
elemento é considerado com a sua ordem; modificando-se esta, estaremos 
modificando o par. 


por: 


Igualdade de Pares Ordenados 


Diremos que os pares ordenados (a; b) e (c; d) são iguais se e somente se 
são iguais os primeiros elementos dos pares e também são iguais os segundos 
elementos dos pares, isto é: 


Exemplos 
a) (1,2)=(1,2) 
b) Ky=(-327)o[x=-Sey=2] 
c) Sea=b, então (a; b) = (b; a) 


d) Se as b então (a; b) + (b; a); observe que os conjuntos (a; b) e (b; a) 
são iguais, pois nos conjuntos a ordem dos elementos é irrelevante. 
e) A um ponto P de um plano, sobre o qual fixamos um sistema cartesiano 
ortogonal, associamos um par ordenado de números reais (xp; yp) cujos 
elementos são as coordenadas do ponto P. Abre-se, então, a 
possibilidade de representarmos graficamente um par ordenado (xp; yp); 
essa representação é o ponto P do plano cuja abscissa é xp e cuja 
ordenada é yp. 


Exercícios Resolvidos 


Determine os números reais x e y, sabendo-se que: 
a) (x+y;2)=(4;x—y) 
b) (2x; y — 2x) = (3y, 3) 


5.1) 


Solução 
a) Da definição de igualdade entre pares ordenados temos: 


x+y=4 
Xx-y=2 


Para resolvermos o sistema acima somamos e subtraímos, membro a 
membro, as duas equações, obtendo-se x = 3 e y = 1, 


b) Da definição de igualdade entre pares ordenados temos: 


2x=3y 
y-2x=83 
Somando membro a membro as duas equações do sistema obtemos: 


y=3y+3edal:y= z por substituição obtemos: x = > 


Os números a, b, ce d são inteiros. Para bd = O definem-se as operações de 
adição + e de multiplicação -, entre pares ordenados, da seguinte forma: 


(a; b) + (c; d) = (ad + be; bd) 
(a; b)- (c; d) = (ac; bd) 
a) Determine (2;3) + (5;4)e (2;3) : (5; 4) 
b) Determine o intervalo x sabendo-se que: (x +2;2) +(3;2)=(x;2): (1,2) 
Solução 
a) (2:3)+(5/4)=(2:4+3-5/3:4)=(23:12) 
(2:3)-(5/4)=(2:5;3-4)=( (10; 12) 
b) (x+2;2)+(3/2)=(x2) (1,2) (2x +4+6;4)=(x4) & 
SS (2x+10,4)=(x,4) >x=2x+1065x=-10 


Podemos definir rigorosamente par ordenado como segue: 


Use essa definição e prove que: se (a; b)= (c; d)então:a=ceb=d. 


Solução 


Por hipótese: (a; b) = (c; d), isto é: (fa); (a; bJ) = (fc); (c; d)). 

Sea=b,o par (a; b) = ((a)) e então (c; d) = ((c); (c; d)) = ((a)); da igualdade 
dos conjuntos, que então devem ser constituídos pelos mesmos elementos, 
tem-se:a=b=c=d.Seazb, (a; b) e (c; d) possuem, respectivamente, 
como elementos os conjuntos (a) e (c), que devem ser iguais: (a) = (c), e 
então a = c. Também (a; b) e (c; d) possuem, respectivamente, como 
elementos os conjuntos (a; b) e (c; d), que devem ser iguais: (a; b) = (c; d; 
dafb=d(enãob=c,poisa=ceviriab=a, contra a hipótese). Então, 
a=ceb=d 


Exercícios Propostos 


5.4) Determine os números reais x e y sabendo-se que: 
3x—1 
A E = 2:3+5 
a) (ax- oe +H)- (0;7) » ( Z 2x) (y+2;3+5y) 


5.5) Os números a, b, c e d são reais. Para os pares ordenados o = (a; b) e 
B = (c; d) definem-se as operações: 
a+r+p=(a+rcb+d) 
o: p=(ac-bd; ad + bc) 
x" o. = (xa; xb), para todo x, x e R 
a) Determine (3; 1) + (-3;-1) e (a; b) : (1,0) 
b) Determine o par ordenado w sabendo-se que 3: a. +(=1;2) = 0: (1,0) 


5.6) Utilizando a definição do exercício 5.3 verifique que se (a; b) = (b; a) então 
a=b. 


5.3 - PRODUTO CARTESIANO 

Consideremos os conjuntos: A = (1,2; 3)e B=(3; 5). 

Todos os pares ordenados (x; y) onde o primeiro elemento, x, é obtido no 
conjunto A e o segundo elemento, y, é obtido no conjunto B, são: 

(1,3), (1; 5), (2; 3), (2; 5), (3; 3) e (3,5) 

Podemos, então, formar um novo conjunto, cujos elementos são todos os 
pares ordenados (x; y) obtidos acima; esse conjunto denomina-se produto 
cartesiano de A por B e será indicado com Ax B; assim: 

AxB=((1;3), (1; 5), (2; 3), (2: 5), (3; 3), (3; 5) 

O símbolo Ax B deve ser lido: “A cartesiano B”. 


Definição 
Chama-se produto cartesiano de um conjunto não-vazio A por um conjunto 


não-vazio B, ao conjunto de todos os pares ordenados (x; y) com primeiro 
olomento x em A e segundo elemento y em B; portanto: 


Se A=Zou B=(Z completa-se a definição com Ax B = (2. Exemplos 
Exemplos a) SeA=(1;3)eB=(1;2;3)0 gráfico de Ax B é a totalidade dos pontos 
(x; y), com abscissa x em A e ordenada y em B: 
a) SeA=(2:4)e B=(3;5; 7) os elementos do produto cartesiano de A por 
B, AxB, podem ser obtidos de uma forma sistemática, conforme o 
esquema abaixo, denominado “diagrama de árvore”: 


3 ——(233) 
Dis Edo amenas (28) 


7 —»2:7) 


Então: 
AxB ((2; 3), (2; 5), (2; 7), (4; 3), (4, 5), (4,7) Sejam os intervalos A=[2;4eB=-2:2) 
No esquema acima, observe que cada elemento de A gerou três pares O gráfico do conjunto Ax B é o retângulo da figura excluídos os pontos 


ordenados; como A possui 2 elementos, o número de pares ordenados do lado inferior, Note que o produto cartesiano de A por B é constituído 
construídos é 2: 3 = 6, por infinitos pares; o lado do retângulo que não está incluído no gráfico é 


De um modo geral, se o conjunto A possui m elementos e o conjunto B indicado com uma linha interrompida: 
possui n elementos, o conjunto Ax B possui m - n elementos, isto é: 


Rá a ———>(bja) 


b 


fa b —>»(b;b) 


Então, AxA = ((a; a), (a; b), (b; a), (b; b)) 

Indica-se: A xA = A 

O subconjunto de Ax A, constituído pelos pares ordenados que têm as Exercícios Resolvidos 

duas coordenadas iguais, denomina-se diagonal de Ax A; indica-se com . RL, 

Aa. No exemplo acima: Ap = ((a; a); (b; b)). SeA=(-1,0;1)e B=(-2,-1), determine; 
a) AxB d) A 


Consideremos A=(1;2;3/e B=(0; 1). b) BxA e) Ma 
Então: c) (AxB) m (BxA) 

AxB=[(1;0), (1: 1), (2: 0), (2: 1), (3,0), (3; 1) 
BxA =((0; 1), (0; 2), (0; 3), (1,1), (1,2), (1,3) 
Este exemplo mostra que, em geral, AxB = Bx A, 


Solução 
a) Para a construção de A x B utilizamo-nos do “diagrama de árvore”: 


MAB) A? »(0;-2) 


d) (IJ UxD=Dx(1,3)=Dx0=0 p: A 


4 0 
Representação Gráfica do Produto Cartesiano REA Rs 
À é À 4 ——(4:1) at ==(0:) 

Se no plano fixarmos um sistema cartesiano ortogonal, sabemos que a todo ' 
par (x; y) de números reais corresponde o ponto P(x; y). 2 »(1:-2) 

Sejam, então, A e B subconjuntos de R. Os elementos de AxB são pares Pal : 
ordenados de números reais e, a cada um deles, no plano, associa-se, então, um 
ponto. O conjunto de todos esses pontos representa graficamente AxB; esse 
conjunto de pontos é o gráfico de AxB. o O 
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a) 
b) 
e) 


5.8) Se um conjunto A possui 3 elementos e um conjunto B possui 6 elementos, 
dê o número de elementos de cada um dos conjuntos: 


Solução 


Então: 
AxB=((-1;-2),(=1,=1), (0; 2), (0; 1), (1,2), (1-1) 
Analogamente, utilizamo-nos do “diagrama de árvore”: 


5.9) O conjunto A? possui 9 elementos. Se: (p; q) e A? (ra) e A ep gersão 
distintos dois a dois, determine: 
a) na b) A o) A2 


é == Gan) gp == Aee) Solução 
8 o ar0 »(-2:0) 41 >> 0——+ (51,0) a) n=m nn entãon=9enn=3 
RR : b) Se(p;q) cAxAentãopeAeqeA 
| a É eso Se (1: q) eAxA entãore A 


Daí, como A possui 3 elementos: A = (p; q; 1) 


Então Bx A = ((-2; 1), (=2; 0), (-2; 1), (1,1), (51,0), (1; 1h 
c) Para a obtenção de A? utilizamos o “diagrama de árvore”: 


Os pares ordenados comuns aos produtos Ax B, BxA são os elementos 


do conjunto (Ax B) n(BxA); então: p — (pip) pp ===(G]p) 
(AxB)N(BxA)= (1-1) po q — (pia) q—q ——* (aa) 

O conjunto A? = Ax A obtém-se com o “diagrama de árvore”: 
E BI) pr ==lgi) 


4 (0) 


A+ (444) 
a a 


4 Lo (4,0) 02»0 ——(0;0) 


- a 


4 mete pai 11 ==>) 


1—» (1,51) 
dá 


1 —>50 — (1,0) 


p— (rp) 


q (ha) 
[ea (4) 


Então: A = ((p; p). (p; a), (p; 1), (a; p), (a; a) (ain), (rp) (50 (1 1) 


1 === (il) 


Então: A? = ((=1:=1), (=15 0), (-15 1), (0; =1), (050), (051), (1; =1), (150), 
(1,1) 


5.10) Dê o gráfico dos seguintes produtos: 
a) (-1,0;1) x (52;-1) 
b) 13; 2] x1-2;1] 


Com a notação Aq indicamos a diagonal de Ax A; Ar é o subconjunto de c) Rx R+ 
A? cujos elementos são pares ordenados, onde as duas coordenadas 
são iguais; então: Solução 


AA = ((=1;-1), (0; 0), (1:1 i 
tp Rh ME a) Sobre o eixo das abscissas representamos o conjunto (=; 0; 4); 
marcando os pontos de abscissas —1; 0 e 1: por esses pontos traçamos 
retas paralelas ao eixo das ordenadas. Sobre O eixo das ordenadas, 


representamos o conjunto (-2; -1), marcando sobre ele os pontos de 


v4 
a . sa abscissas -2 e —1; por esses pontos traçamos retas paralelas ao eixo 
AxB y Bê A das abscissas. Estas duas paralelas encontram aquelas três anteriores 
+ ) es em 6 pontos, que constituem o gráfico do produto (-1; 0; 1x (-2;—1). 


n2=n'ns=6:6=36 

na = na: n=3:3=9 

naxB=nAnp=3:6=18 

nsxa=np' MA =6:3=18 

Ag é a diagonal de B?: se em B há 6 elementos, é possível construirmos 
6 pares nos quais as duas coordenadas são iguais, então: nÃs = 6 

Bº possui 36 elementos e Ag possui 6 elementos, o conjunto B2- ag é 
constituído pelos pares ordenados de B? que não pertencem à diagonal 
Ap. Então: ne? — As = 36 — 6 = 30. 


b) Sobre o eixo das abscissas marcamos os pontos de abscissas -3 e 2 € 
por eles traçamos retas paralelas ao eixo das ordenadas. Sobre o eixo 
das ordenadas marcamos os pontos -2 e 1 e por eles traçamos retas 
paralelas ao eixo das abscissas. O subconjunto do plano limitado pelas 
quatro retas é o gráfico do produto 1-3; 2] x] -2; 1], sendo que há dois 
lados do retângulo cujos pontos não estão incluídos no gráfico. 


O gráfico do produto cartesiano R..x R, é constituído por todos os pontos 


de coordenadas (x; y) para os quais x < 0 ey > 0; o conjunto desses 
pontos é a união do Il quadrante com os semi-eixos, como parcialmente 
mostra a figura. 


Exercícios Propostos 


511) SeU=(1;2;3/4:5), A=(3;4;5)e B=(1;2; 3) determine os seguintes 
conjuntos: 
a) AxA e) An B? 
b) AxB f) (AxB)n(Bx A) 
o) BxB 9) (Ux A)n(UxB) 
d) Bx A 


Para os conjuntos A = (a; b), B=(2;3)e C = (3; 4), verifique se: 
a Ax(BUC)=(AxB)U(AxC) 
b) Ax(BnC)=(AxB)n(AxC) 


Se A é um conjunto com n elementos e B é um conjunto com m elementos, 
dê o número de elementos de cada um dos conjuntos abaixo: 
a) AxA b) B? o) AxB d) 4 e Bias 


6.14) Para os conjuntos A e B tem-se na = 3 e ne = 2. Sabe-se que A NB = (2), 
(34) e AxBeA UB=(1;2;3;4). Determine Ae B. 


5.15) SeA x B=B x A, o que se pode concluir para os conjuntos A e B? 


5.16) Desenhe o gráfico de cada um dos produtos abaixo: 
a) 3/1] x 1411 
b) ]3;+00[ x]-00;—1[ 
c) Rx R. 
d) (1) x [0,6] 


5.4 - RELAÇÕES 


Uma Escolha 


Sentenças do tipo: 
“João é marido de Maria.” 
“9 é maior que 7.” 
"Marcela é irmã de Luciana.” 
são comuns em nossa conversação do dia-a-dia. 

Cada uma dessas sentenças (ou frases) envolve o que intuitivamente se 
conhece como uma relação: como Marcela e Luciana se relacionam? São irmãs! 

E expressões do tipo: 

“é marido de” 
“é maior que” 
“é irmã de” 
“é divisível por” 
“é membro de” 
são classificadas como conectivos que geram relações; nós as chamaremos de 
expressões conectivas. 

Observe que a palavra “relação” envolve uma correspondência ou uma 
associação entre dois objetos (pessoas, números, idéias, etc. . .); essa associação 
se faz a partir de uma certa propriedade possuída pelos objetos relacionados. No 
exemplo acima, Marcela está relacionada, associada, em correspondência com 
Luciana, a partir de uma propriedade que possuem: são irmãs. 

Consideremos, agora, a sentença aberta: 

xéirmãdey 

O par ordenado (Marcela; Luciana) satisfaz à sentença aberta, isto é, faz com 
que ela seja verdadeira, quando x é substituido por Marcela, e y, por Luciana. 
Entretanto, o par ordenado (João; Maria) não satisfaz à sentença aberta quando se 
faz a substituição de x por João e y por Maria. Analogamente, os pares ordenados 
(3; 2), (4; 1), (0; —1) satisfazem à sentença aberta: 

x é maior que y 
enquanto os pares (3; 4), (-2; 1), (2; 6) não a satisfazem. 
De um modo geral, consideremos sentenças abertas de duas variáveis: 
Rio 
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onde o “espaço em branco” é representado por um traço, para ser preenchido por O conjunto I(R) constituído por todos elementos y de B para os quais existe 


alguma expressão conectiva. x em A tal que (x; y) e N é denominado conjunto-imagem de R. 
Podemos, então, eleger um universo de pares ordenados para testar se a Exemplo 

sentença é verdadeira ou falsa; assim, dois conjuntos são formados: o conjunto a 

daqueles pares que satisfazem à sentença e o conjunto daqueles pares que não a Na relação R do exemplo anterior: 

satisfazem. D(n) = (a; b) 
Podemos, agora, colocar uma questão de escolha: relação é a expressão 9) =(1:3) 


conectiva, ou o conjunto de pares ordenados que satisfazem à sentença aberta 
originada por essa expressão? 

Acreditamos que o conceito de relação é mais preciso se for definido como 
um conjunto de pares ordenados. 


Exercícios Resolvidos 


5.17) Sejam os conjuntos A = (-1,0;2), B= (x; y; Z) e a relação R de A em B: 


Então, 
R=((-1;x), (0; y), (2; 2) 
A Dê o valor verdadeiro (V) ou falso (F): 
Definição a (Ay en (O) 
Sejam os conjuntos A e B, Uma relação W, de A em B, é qualquer b) (-iiyen () 
subconjunto do produto cartesiano A x B. c) 0Ry 6) 
d) 0RZ () 
Exemplos 
Sejam A =(1;2;3be B= (1; 2), os subconjuntos de Ax B: Solução 
Ma=((1:1), (1,2), (3; 2) a) V, pois (-1; x) é um elemento de R 
Ro = ((2:2), (3; 2) b) F, pois (—1; y) não é elemento de R 
Ra = ((2; 1) e) V, pois (0, y) e n 
N=2 d) F, pois (0,2) «R 
N5=AxB 
são relações de A em B. Sejam os conjuntos A = (1;2;4), B=(-1,0; 3) e a relação R, de A em B: 
Seja R uma relação de A em B. Para indicarmos que o elemento a está M=((1,-1), (1; 0), (4,0) 
relacionado com o elemento b através de %, isto é, para indicarmos que (a; b) e R, Determine: D(%R) e KR) 
usaremos a notação: 
amb Solução 
que se lê: “a Rb” ou "a está na relação R com b”. l O domínio de NR, D(R), é constituído pelas primeiras coordenadas de todos 
E i os pares que pertencem a %: 
SERA D(m) = (1; 4) 
Sejam os conjuntos A = ta b; % B =; 2; 3) e a relação de A em B: O conjunto-imagem de %R, I(R), é constituído pelas segundas coordenadas 
R = ((a; 1), (b; 1), (b; 3) de todos os pares que pertencem a R: 
Então: KM) = (51,0) 
(a;1) e NedaíaR: 
(b:1) e Nedaía Um conjunto A possui 2 elementos e um conjunto B possui 3 elementos. 
(b;3) e Redaía Ra Quantas são as relações de A em B? 


Domínio e Conjunto-imagem de uma Relação Solução 


Senn=2ens=3,entãonaxp=MA'NB=2:3=6 


Seja R uma relação de A em B, E k ú 
O conjunto D(R) constituído por todos elementos x de A para os quais existe Qualquer subconjunto do produto cartesiano Ax B é uma relação de A em B. 
Se o conjunto Ax B possui 6 elementos, o número de seus subconjuntos é 


y em Btal que (x; y) e R é denominado domínio de R. = 64 
Então, há 64 relações de A em B. 
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Exercícios Propostos 


5.20) Sejam os conjuntos A = (1; 2, 3), B=(-1;2)e a relação R de A em B: 
M=((1,-1), (1,2) 
Dê o valor verdadeiro (V) ou falso (F): 
a (i-)en .() 


O 
1) 
(6) 


b) (12) en 


Sejam os conjuntos A = (x; a; b), B = (4; 7: 10) e a relação R de A em B. 
= ((x; 4), (x; 7), (x, 10) 
Determine: D(X) e I(R) 


5.22) Um conjunto A possui m elementos e um conjunto B possui n elementos. 
Quantas são as relações de A em B? 


5.5 - PROCESSOS PARA SE REPRESENTAR UMA RELAÇÃO 


1º) Podemos representar uma relação enumerando os pares ordenados que 


a constituem. j ; 
Já utilizamos essa forma de representação em alguns exemplos vistos até 


aqui. 


Exemplo 
Considere os conjuntos A = (x; y) e B = (a; b). A relação de A em B; 
n=((x; a), (x; DJ) 
está representada por enumeração de seus elementos, os pares ordenados: (x; a) 
e(x,b) 
2º) Podemos representar uma relação através de um diagrama de flechas. 
Assim, a relação R do exemplo anterior pode ser representada com: 


E 


[B] 


3º) Podemos representar uma relação descrevendo o conjunto dos pares 
ordenados que a constituem com auxílio da expressão conectiva que 


“liga” os elementos desses pares. 


Exemplos 


a) Seja o conjunto A = (1; 2; 3) e a relação W, de A em A, constituída pelos 
pares (3; 1), (3; 2) e (2; 1). Note que esses pares satisfazem à sentença 
aberta: 

x é maior que y 


com (x; y) eAxaA. 
Então, podemos representar R com: 
m=((xy) cAxAIx é maior que y) 
Os pares que pertencem a R são todos aqueles para os quais a 
sentença aberta x é maior que y é verdadeira paraxce A ey cA. 
No exemplo, a expressão conectiva é maior que pode ser substituída 
pelo símbolo >. Então, a equivalência entre as sentenças: (x, y) e 
xRyex>y é evidente. Assim: 
m=(xy) e AxA |x é maior que y 
N=(xy)c AxA|x>y) 
A partir da expressão conectiva é divisor de e do conjunto A = (1; 2; 4), 
podemos construir a relação R, de A em A: 
m=(xy) e AxA |x é divisor de y) 
Observe que: 
1 é divisor de 1 
1 é divisor de 2 


1 é divisor de 4 
2 é divisor de 4 


Todos os pares (x; y) que satisfazem à sentença x é divisor de y, com x 
emAeyema, são (1; 1), (1; 2), (1; 4) e (2; 4). Note que, por exemplo, 
(2;1) & R, pois a sentença 2 é divisor de 1 é falsa. Então, se quisermos 
R, enumerando os seus elementos teremos: 
M=((171), (1,2), (1; 4), (2,4) 

4º) Sejam A e B subconjuntos de R. 
Uma relação x, de A em B, pode ser representada graficamente, como 
já fizemos com o produto cartesiano de dois conjuntos. 
No plano, construímos um sistema xOy de eixos ortogonais e, a cada par 
(x; y) de W, associamos o ponto de abscissa x e de ordenada y; o 
conjunto de todos os pontos assim obtidos é o gráfico de R. 


Exemplo 
Sejam os conjuntos A = (1; 2), B=(1;2;3)e a relação ", de A em B: 
n=((xy) cAxB|x=y) 
Os pares (1; 1) e (2; 2) satisfazem à sentença aberta x = y e, portanto, são 
08 elementos de R. 


O gráfico de R é constituído por dois pontos, cujas coordenadas são (1; 1) e 
(2: 2): 


Resumindo, note que uma relação de A em B é um conjunto de pares 


ordenados (x; y), com xem A e y em B. 

A descrição desse conjunto de pares pode ser feita através de 
procedimentos diferentes: uma tabela, um gráfico, um “diagrama de flechas”, uma 
descrição com sentenças abertas construídas a partir de expressões conectivas 
que “ligam” os elementos dos pares. 


Exercícios Resolvidos 


5.23) Considere a relação W, de A em B, definida pelo “diagrama de flechas” 
abaixo: 


a) Represente R enumerando os pares ordenados que a constituem. 
b) Determine D(R) e IN). 
c) Construa o gráfico de 2. 


Solução 
a) Temos 0R(-1),0N2,1N3e3R3,e, portanto: 
m=((0;-1), (0; 2), (1;3), (3; 3) 
b) O domínio de m, D(R), é constituído pelas primeiras coordenadas de 
todos os pares que pertencem a R: 
D(R) = (0; 1,3) 
O conjunto-imagem de R, KR), é constituído pelas segundas 
coordenadas de todos os pares que pertencem a R: 
KR) =(-1,2;3) 
c) O gráfico de R é o conjunto constituído pelos pontos de coordenadas 
(0;-1), (052), (1,3) e (3,3): 


5.24) Sejam os conjuntos: A = (1,2;3;4/5), B=(1;2:3;4)e a relação W, de A 
em B, definida por: 


M=((xy) e AxBIxé o dobro de y) 


a) Dê N, enumerando os seus elementos. 

b) Determine D(R) e (9). 

c) Dê», através de um “diagrama de flechas”. 
d) Construa o gráfico de R. 


Solução 


a) Todos os pares (x; y), com xem A e y em B, para os quais a sentença 
aberta: x é o dobro de y, x = 2y é verdadeira são: (2; 1) e (4; 2); então: É 


m=((2; 1), (4; 2) 
b) D(R)=(2;4)e KM)=(1;2) 


LD 


El 


d) O gráfico de R é constituído por dois pontos: 


e) 


5.25) Seja a relação R, de Rem R, definida pelo gráfico: 


Determine D(N) e KR). 
Solução 
Observe que os pontos (x; y) do gráfico de RN são tais que: 


t<x<3e Esy <3. Em consequência: 


D(mR)=[1; 3] 


UM) = [5 3) 


Uma maneira prática para se obter D(N) e I(R) a partir do gráfico G, de né 
a seguinte: projeta-se G sobre Ox, na direção Oy: obtém-se Dn); projeta-se 
G sobre Oy, na direção Ox: obtém-se KR). Veja a figura abaixo: 


y 
conjunto-imagem 
de q 
x 


domínio de R 


Exercícios Propostos 


ne (cp ert|x=d) 


a) Dê a relação R, enumerando os seus elementos. , 
b) Dê a relação R, através de um “diagrama de flechas”. 


c) Gráfico de R. 


5.26) Sejam o conjunto E = (1; 2; 3:4:5;6)e a relação NR, de E em E, definida por: 


5.27) Considere a relação R, de Z em Z, definida pelo gráfico: 


a) Dê W, enumerando os seus elementos. 
b) Determine D(%R) e I(%R). 

e) Dê 9, através de uma sentença aberta construída a partir de uma 
expressão conectiva que “liga” os elementos que constituem seus pares. 


5.28) Desenhe o gráfico da relação de R em R: 
n=((xy)eR?|1<x<3e0<y<2) 


5.29) Seja a relação R, de Z em Z, definida por: 
n=((xyeZx2|+y=25) 


a) Dê a relação R por enumeração de seus elementos. 
b) Determine D(R) e (RN). 
e) Gráfico de R. 


5.30) Considere o conjunto A = ((1; 2; 3), (1; 2), 1, 2, 3) e as relações de A em A 
definidas por: 


M=((xy) e Axe y) 
M2=((xy) e AIx cy) 
Determine R4 e R por enumeração de seus elementos. 


5.6 - ALGUNS TIPOS DE RELAÇÕES 


Propriedades das Relações 


Se R é uma relação de A em A, diz-se simplesmente que R é uma relação 
sobre A. 

Há algumas propriedades bastante significativas para uma relação R sobre 
A 


1º) R diz-se reflexiva se e somente se para todo x em A tem-se: 
(xx) e Rn 


Observe que todo elemento x de A está relacionado consigo mesmo: x R x, 
para todo x em A. 


Uma relação R sobre um conjunto A não é reflexiva se existir um elemento x 
em Atal que (x;x) é R. 


Exemplos 
a) SeA=(1;2;3; 4), a relação de igualdade sobre A, definida por: 
-m=((y) e A Ix=y) 


é reflexiva. 
Note que R = ((1; 1), (2; 2), (3; 3), (4; 4) 


Uma relação R, sobre A, reflexiva, pode possuir como elementos outros 
pares além daqueles da forma (x; POR 
Seja A = (1; 2; 3; 4); a relação sobre A: 

m=((1; 1), (2; 2), (33), (4 4), (153), (2; 3) 


é reflexiva. 
Observe que os seus elementos são todos os pares da forma (x; x), 


x € A, e outros dois pares: (1; 3) e (2; 3) 


Se A=(1;2;3; 4), a relação sobre A: 
m=((1; 1), (2; 2), (4; 4), (153) 
não é reflexiva pois (3; 3) R. 
Note que se R é uma relação sobre A, reflexiva, então: 
A cR 
onde Aa é a diagonal de Ax A 


2º) M diz-se simétrica se e somente se, quando (a: b) e N então (b; a) e R. 
Observe que então numa relação simétrica, se a está relacionado com b isto é, 
a Rb, então b está relacionado com a, isto é, b R a: 


anb>bRa 
Uma relação R sobre um conjunto A não é simétrica se existirem a e b em A, 
ab, tais que (a;b) en e(b;a) MR. 


Exemplos 
a) Seja A = (1; 2; 3). A relação sobre A: 
M=((1; 2), (251), (153), (351) 
é simétrica, pois sempre que ocorre a R b também ocorre b R a. 
b) Seja A = (1; 2; 3; 4). A relação sobre A: 
m=((1;3), (4; 2), (2; 4), (2: 3), (3; 1) 
não é simétrica, pois (2:3) e Re(32) € R. 


3º) M diz-se transitiva se e somente se, quando (a;b) e Re(b;c) e QN 


então (a; c) e R. 
Observe que então, se a está relacionado com b, isto é, a Rb, e b está 
relacionado com c, isto é, b R c, então a está relacionado com c, isto é, a Rc: 


(anRbebRc)=>aRc 
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Uma relação R sobre um conjunto A não é transitiva se existirem a, be c 
emAtaisque: (ab) e Re(b;c) e W, mas (a;c) é R. 


Exemplos 


a) Seja R o conjunto dos números reais. A relação sobre R: 
m=((xy) e R|x<y) 
é transitiva, poissea<beb<centãoa<c. 


b) Seja A =(a; b; c). A relação sobre A: 
R = ((a; b), (c; b), (b; a), (a; o) 
não é transitiva, pois (c;b) e Re(b;a) e R,mas(c;a) é R. 
4º) R diz-se anti-simétrica se e somente i : 
ia se, quando (a;b)eRe(ba) e R 


À Observe que então, se a está relacionado com b, isto é a MR b, e b está 
relacionado com a, isto é, b R a, então a é igual a b: 


(anRbebRa)=>a=b 
Uma relação W sobre um conjunto A não é anti-simétrica se existirem a e b 
emA, ab, tais que (a; b) e R e também (b;a) e R. 
Exemplos 


a) Seja A um conjunto cujos elementos são conjuntos. A relação sobre A: 
n=((Ky)eA|xcy) 
é anti-simétrica, pois (x C yey cx) >x=y 


b) Seja A =(1;2; 3; 4). A relação sobre A: 
N=((1; 3), (4; 2), (4; 4), (2; 4) 
não é anti-simétrica, pois (4; 2) e Re também (2,4) e R. 


Rolação de Equivalência 


Uma relação R sobre um conjunto A chama-se relação de equivalência se 
o somente se: 


1º) R é reflexiva 
2º) R é simétrica 
3º) R é transitiva 


Exomplos 


a) Seja A o conjunto de todos os triângulos do plano. A relação sobre A; 
n=((xy) e A?|x é semelhante a y) 


é uma relação de equivalência, pois satisfaz às três condições da 
definição. 
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b) Seja R o conjunto dos números reais. A relação de igualdade sobre R: 
n=((4y) e R|x=y) 
é uma relação de equivalência, pois: 
1º) para todo aemR:a=a, isto é, a R a (reflexiva) 
2)sea=bentâob=a,istoé, aRb >b Ra (simétrica) 
3)sea=beb=cenãoa=c istoé (aRbebRc) >aRnc 
(transitiva) 


Relação de Ordem 


Uma relação sobre um conjunto A chama-se relação de ordem se e 
somente se: 

1º) M é reflexiva 

2º) R é anti-simétrica 

3º) m é transitiva 


Exemplos 


a) Seja R o conjunto dos números reais. A relação menor ou igual sobre R: 
n=((xy)eR|x<y 
é uma relação de ordem, pois: 
1º) para todo x em R: x < x, isto é, x R x (reflexiva) 
2)sex<yey<xentãox=y istoé(xRyeyRx) >x=y (anti- 


simétrica) 
3)sex<yeys<szenãoxs<sz istoé(xNRyeyRZz) >xRz 


(transitiva) 


b) Seja A um conjunto cujos elementos são conjuntos. A relação sobre A: 
n=((xyeM|xcy 
é uma relação de ordem, pois: 


1º) paratodo xem A: x E x, isto é, x R x (reflexiva) 

2)sexcyey cxentãox=y, istoé(xRyey Rx) >x=y (anti- 
simétrica) 

3)sexcyeyczentãoxc z isoé(xRyeyRZz) > xRZ 
(transitiva) 


Relação Inversa 

Considere os conjuntos A = (1; 2; 3), B= (1;2; 4) e a relação de A em B: 

m=((1,2), (1,4), (2; 4), (3; 4) 

Observe que D(R) = (1;2; 3)e KR) = (2; 4). 

Se as coordenadas de todos os pares ordenados de R são trocadas, uma 
pela outra, obtém-se o conjunto: 

(2; 1), (451), (45 2), (4; 3)) 
Esse conjunto é representado por g7! e denomina-se relação inversa de R. 
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Observe que D(R”*) = (NR) = (2; 4e KN)=D(R)=(1:2;3). 
Note também que se R é uma relação de A em B então R”! uma relação de 
BemAequese (a; b) e N, então (b;a) e RT, 
No exemplo abaixo podemos escrever: 
m=((xyecAxBlx<y) 
e também: 
W'=((xy eBxAly<x 
Então, a sentença y < x que define R -* obtém-se da sentença x < y que 
define R, trocando-se nesta as variáveis x e y, uma pela outra. 
Resumindo, para toda relação R, de A em B, existe uma relação R a 
inversa de R, de Bem A, definida por: 


Exercícios Resolvidos 


5.31) Sobre o conjunto R dos números reais a relação: 
n=((4y) e RÉ|=y?) 
é uma relação de equivalência? 
Solução 
1º) para todo x real tem-se x? = xº, isto é, x R x: N é reflexiva 
2) sex =y entãoy =X, istoé,xRy => y Nx: Ré simétrica 
S)sex=yey=zZenãoxX=Z Istoé (XNRyeyNz) >xRz Ré 
transitiva. 
Logo, R é relação de equivalência. 


5.32) Seja No conjunto dos números naturais. A relação sobre N: 
m=((xy) e Nº |xé divisor de y) 
é uma relação de ordem? 
Solução 


1º) para todo x natural: x é divisor de x, isto é x R x: R é reflexiva 

2º) sex é divisordey ese y é divisorde x, então x =y, isto é, (x NR yey Rx) 
>> x=y: R é anti-simétrica 

3º) se x é divisor de y e y é divisor de z então x é divisor de z, isto é, (x R y e 
yRz) >xRz: R étransitiva. 


Logo, R é relação de ordem. 


5.33) Seja R uma relação sobre N definida por: 
n=((xy)eNº|2x+y=10) 
Determine: 
a) D(R) b) KR) o) w! 
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Solução 


Note que os únicos pares, com coordenadas em N, que satisfazem à 
sentença 2x + y = 10 são: (1; 8), (2; 6), (3; 4) e (4; 2). Então: 
n=((1; 8), (2; 6), (3; 4), (4; 2) 
D(9) = (1;2:3; 4) 
) UM)=(8,6;4;2) 
mr! = (8; 1), (6; 2), (4; 3), (2; 4)) ou utilizando-nos do raciocínio do 
exemplo dado ao definimos relação inversa: 
ml=((xy) e N2|2y+x= 10) 
Note que nessa representação a sentença que define 7! foi obtida da 
sentença que define R, trocando-se nesta as variáveis x e y, uma pela outra. 


Seja N uma relação sobre A. Se R é transitiva, prove que 7! étransitiva. 


Solução 

Sejam os pares (a; b) e (b; c) de R -!. mostremos que (a; c) E go. 
" =1 q 

Se (a; b)e m'” então (b; a) e » é transitiva : então (c;a) e R 

Se (b; c)e x! então (cb) e R 

Se (c; a) eN então (a; 0) E a 


Seja M uma relação de U em U. A relação W', de Uem U, definida por: 
R'= Cu 
denomina-se relação complementar de R. 
SejamU=(1,2;3)ea relação de U em U: 
n= (049) e UV? |x=y) 
Determine M. 


Solução 


Ux U= (11), (152) (1; 3), (25 1), (2: 2), (2; 3) (8; 1), (3; 2), (3; 3) 

m=((1; 1), (22), (353) 

Observe que os pares ordenados que pertencem a R' são aqueles de U x U 
que não pertencem a m; então: 


gt = ((1; 2), (13), (271), (213), (8; 1) (352) 


Exercícios Propostos 


5.36) Seja E = (1; 2; 3). Considere as seguintes relações sobre E: 
muy =((1; 2), (3; 2), (2; 2), (2; 3) 
Ro= (1; 2), (2,3), (1,3) 
Ma= ((1; 1), (2; 2), (2; 3), (3; 2), (8: 3» 
Ra =((1; 2) 
n5=Ex E 
Diga quais das relações acima são reflexivas. 


5.37) 


5.38) 


5.39) 


5.40) 


5.41) 


5.42) 


Seja E = (1; 2; 3). Considere as seguintes relações sobre E: 
= ((1; 1), (25 1), (2; 2), (3; 2), (2; 3) 

Ro= (1,1) 

Ra=((1; 2) 

Ra= (1; 1), (3; 2), (2: 3) 

nR5=ExE 

Diga quais das relações acima são simétricas. 


Seja E = (1; 2; 3). Considere as seguintes relações sobre E: 
= ((1; 2), (2: 2) 

Mo= ((1; 2), (25 3), (153) (251, (1, 1) 

Ra= ((1; 2) 

Ra=((1, 1) 

nR5=Ex E 

Diga quais das relações acima são transitivas. 


Seja E = (1; 2; 3). Considere as seguintes relações sobre E: 
Ma= 4(1; 1), (2; 1), (2; 2), (3; 2), (2; 3) 

Wo=((1; D) 

Na=((1; 2) 

Ra= (1; 1), (2; 3), (3; 2) 

n5=Ex E 

Diga quais das relações são anti-simétricas. 


Seja E o conjunto de todas as retas do plano. A relação sobre E definida 
pela sentença “x é paralela a y é uma relação de equivalência? 
Seja R o conjunto dos números reais. A relação sobre R: 
= ((xy) e RIx<y) 
é uma relação de ordem? 


Seja R uma relação sobre N definida por: 
m=((xy) e Nº|x-y é divisível por 3) 
9 é uma relação de equivalência? 


Seja R uma relação de N em N definida pela sentença “x é múltiplo de y.R 
uma relação de ordem? 


Seja A =(-2;-1,0,1;2; 3) Para cada uma das relações W, sobre A, 
definidas abaixo determine: 
1º) R por enumeração de seus pares ordenados 
2º) D(R) e KR) 
3º) R”! por enumeração de seus pares 
9 através de uma sentença que “liga” as coordenadas de seus pares 


a) R=((xy) e A |y=28 
b) R=((4y) e A |x-y=1) 
o) R=((4y) e A Ixy=2) 
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5.45) R é uma relação de A em A; 
a) SeR=A x, determine Re R'. 
b) Se x =, determine Re R. 
o) (W!)! é igual a 


Seja U = (1; 2; 3). Considere as relações sobre U: 

m=((xy) e UZIlxzy) 

mo= ((xy) e Ullx+y 23) 

Ma = ((x,9) e UM Ix+y > 3 

Mostre que: 

a) M UMA R)= (MURO (MU Ra) 

Doo (uu ns )= (ul a no) UM a na!) 

e) (Mo) = No 

Seja R uma relação sobre U, onde U = (1; 2; 3; 4). Suponhamos que 


(1;2) e N; então (2; 1) E w!, Sejam A o ponto do plano cartesiano que 
corresponde ao par (1; 2) e Bo ponto correspondente ao par (251). 


a) O segmento AB e a bissetriz dos quadrantes ímpares são 
perpendiculares? 


b) Se o segmento AB corta a bissetriz em C, o que se pode dizer dos 
segmentos AC e BC? 


c) Generalize: a partir do gráfico de R, como se obtém o gráfico de gr 


Yy € Mo são relações sobre A. Se Ny e No são simétricas, mostre que R4 | Rz 
é simétrica. 


5.7 - FUNÇÃO 
O Conceito de Função 


Por seu caráter unificador, o conceito de função é fundamental; 
praticamente, toda matemática constrói-se em torno dele. 

Então, dada a sua importância, a sequência do nosso trabalho será voltada 
quase integralmente para O estudo das funções elementares. 

Intuitivamente, função descreve uma correspondência entre os elementos 
de dois conjuntos: de uma forma mais precisa, função é um tipo especial de 
relação. 

Vejamos alguns exemplos. 

Sejam os conjuntos: A = (1,2;3)e B= (-2;-1:0; 1; 2; 4) e as relações de A 
em B: 

m=(xy) cAxBly=x-1) 

m=((xy) cAxBIy=8 

Ma=((xy) cAxBly>>X) 


Os “diagramas de flechas” que representam essas relações são: 


Ra Na 
LO o! 
a N 
[E] [E] Ns ZE] 


SN 
EN 

A relação N, apresenta uma particularidade: a todo elemento x de A 
“corresponde” um e um só elemento y de B; a relação + denomina-se função de 
AemeB. 

A relação R não é função de A em B: ao elemento 3 de A não se associa 
elemento algum em B. 

A relação Rg não é função de A em B: ao elemento 1 de A associam-se dois 
elementos em B. 

Note que, para que uma relação de A em B seja uma função de A em B, a 
todo elemento x de A se deve “associar” um e um só elemento em B. 


Ra 


Definição 


ja f uma relação de A, 


Sejam os conjuntos A & B difel 
se, para todo x em A | 


em B. Diz-se que f é uma funçã 
existir em correspondência 1 


Note que uma relação f de A em B é uma função de A em B quando e 
somente quando cada x de A aparece como primeira coordenada em um é 
somente em um par ordenado de f. 


Nomenclatura 


Seja f uma função de A em B. 

Se x é um elemento qualquer de A, então o único y de B associado a x 
denomina-se imagem de x pela função f e será indicado com a notação f(x), (lê- 
se: “fde x"): 

y=f(x) 

O conjunto A denomina-se domínio de f, e pode ser indicado com a 
notação D(f), como já fizemos com as relações. 

O conjunto B denomina-se contradomínio de f, e pode ser indicado com a 
notação CD(f). 

O conjunto de todos os elementos de B que são imagem de algum elemento 
de A denomina-se conjunto-imagem de f e pode ser indicado com a notação I(f), 
como já fizemos com as relações: 


Observe que I(f) = CD(f). 


Exemplos 


a) Sejam os conjuntos A = (1;2;3)e B= (0; 1; 2; 3). A relação f, de Aem B, 
definida pelo diagrama de flechas abaixo, é uma função de A em B. 


D(f = (1; 2,3) 
CD(f) = (0; 1;2;3) 
If) = (0; 1) 


Observe que, para que uma relação f de A em B seja uma função de A 
em B, de todo elemento de A deve “partir” uma flecha e uma só: 


b) Sejam os conjuntos A = (a; b; cye B= (x; y; z). A relação f, de A em B: 
f=((a; x), (b; x), (c; 2) 
é uma função de A em B. 
Note que cada elemento de A aparece em um e somente em um par 
ordenado de f. 
Nesse exemplo: D(f) = (a; b; c), CD(f) = (x; y; Z) e I(f) = (x; 2). 
Por outro lado, a relação de A em B: 
f=((a; x), (a; y), (b; x), (e; 2) 
não é função de A em B. O elemento a de A aparece como primeira: 
coordenada em dois pares de f. 


E a relação de A em B: 

f=((b; y), (e; 2) 
também não é função de A em B. O elemento a de A não aparece como 
primeira coordenada em nenhum par de f. 


Exercícios Resolvidos 


5.49) Seja A =(1;2; 3; 4) e considere as relações sobre A: 


Ma=((1; 2), (2; 3), (3; 4), (4; 1)) 
Mo =((1;1), (1,2), (1,3), (154) 

Ra =((1; 2), (2; 2), (3; 2), (4; 2)) 
Na =((2; 2), (3; 3), (4; 4)) 

Diga qual delas é função de A em A. 


Solução 


Note que uma relação R, de A em A, é uma função de A em A se, e somente 
se, cada a de A aparecer como primeira coordenada em um, e somente em um, 
par de R. 

Ny é função. 

Ro não é função, pois o elemento 1 aparece como primeira coordenada em 
mais do que um par. 

Ra é função. 

My não é função, pois o elemento 1 não aparece como primeira coordenada 
em par algum da relação. 


Para a função f, de E em F, definida pelo diagrama de flechas: 


Determine: 


a) D(f) = 
b) If) (x) =4 
c) (2) 


Solução 


a) D(f)=E=(0;1;2;3;4) 
Note que se uma relação R, de E em F, é uma função f de E em F, então 
D(9 = E. 

b) O conjunto-imagem de f é constituído por todos os y de F que são 
imagem de algum x de E: I(f) = (0; 3; 4). 


c) f(2) = 4; aí uma simples leitura: a “flecha que parte do número 2 dirige-se 
para o número 4”. 
d) O elemento x de E tem imagem 3; então x = 1 oux=83. 
e) Analogamente, x = 2. 
5.51) Seja o conjunto A = (0; 1). 


5.54) Sejam os conjuntos A = (1; 2; 3) e B = (a; b). Dar, através de diagramas de 
flechas, todas as funções de A em B. 


5.55) A função fé de A em B. Sabe-se quea e Aeb e B. Dizer qual afirmação 
abaixo é verdadeira e qual é falsa. 


a) Quantas são as relações de A em A? a) fa)=b d) fla) e T(f) 
b) De todas as relações de A em A, quais são funções de A em A? b) be If) e)flaje B 
c) Encontre para as funções de A em A determinadas, as respectivas c) Kfc B 


relações inversas; dessas, quais são funções de A em A? 
5.56) R é uma relação reflexiva, de A em A. R é uma função de A em A? 
Solução 
a) Lembre que qualquer relação de A em A é um subconjunto do produto E N | 

cartesiano A x A. O número de elementos de A x Aénaxa=4,€e0 Mais sobre notação | 


número de seus subconjuntos é 2º = 16. Então, o número de relações de Para se indicar que f é uma função de A em B usam-se as notações: 
AemaA é 16. 
b) Das 16 relações de A em A, são funções de A em A: fASBouA-LSB 
fr=((0;0), (1,1) Há, no entanto, outras maneiras de se representar uma função. 
fa=((0; 1), (1,0) Sejam, por exemplo, os conjuntos A = (0; 1;2), B=(=1;0; 1; 2)e a função f 
fa = ((0; 0), (1,0) de A em B: 
n fa =((0; 1), (1,1) f=(xy) cAxBly=x-1) 

9) fr, =((0, 0), (1,1) A função f representada anteriormente está conhecida de uma forma correta 
fe =; 0), (0; 1) e plena; sobre ela temos todas as informações necessárias para sua definição: 
fa, =((0; 0), (0; 1) domínio, contradomínio e a sentença que associa a cada elemento do domínio um 
fa = (01,0), (1,1) asd único elemento no contradomínio. 

São funções de Aem A: fr ef. Na prática, entretanto, as notações utilizadas são simplificadas, cometendo- 


se mesmo certo abuso de linguagem. Assim, a mesma função f definida acima 
pode receber as notações: 


fixo f(g)=x-1,xeA 


5.52) Sejam os conjuntos A = (-1:0;1;2)e B=(-2;-1,0;1:2:4;6) x>x-1,xe A 
Das relações de A em B, abaixo, quais são funções de A em B? Xx>y=x-1,xe A 
6) fo)=x—-1,x e A 


y=x-1 
Observe que nas notações acima o contradomínio de f foi omitido e, na 
última, não figura sequer o domínio. Simplificações como estas são admissíveis se 
não houver possibilidade de dúvida. 


Exercícios Propostos 


Funções Iguais 


As funções: f. A > B 
g: C5D 
são iguais se, e somente se, A=C,B=De f(x) = g(x) para todo x em A. | 


5.53) Sejam os conjuntos A = (-2, -1,0;1;2)e B=(0; 1; 4; 6). Considere a 
função g, de A em B: 


g=((-2;4), (-1; 1), (0; 0), (1; 1), (2; 4) Exemplo 
ii Sejam os conjuntos A = (-1; 0; 1), B=(0; 1; 2; 3;4)e as funções de A em B 
a) D(g) d) (1) definidas pelas sentenças: 
b) Ig) e) x seg(xy)=4 
o) (2) 9) x segt)=x 


| 
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5.58) Seja a função f, de R em R, definida pela sentença: 
x sexe 
69) | e 


O 
As funções f e g são iguais, pois (-1) = 9(-1) = 1, H0)=9(0)=206 v2,se xe Cs 
(D=9(1)=3 ij 
Exercícios Resolvidos Determine: 
a) f(2) 
5.57) Seja o conjunto A = (xe Z |-1 < x < 3) Considere a função f, de A em 2, b) (5) 
definida pela sentença: f(x) = x + 1. 2 
Determine f(-1), f(0) e f(5). o) 2) 
Dê a função f por enumeração de seus elementos. d) f(n) 
Dê a função f através de um diagrama de flechas. e) f(0,333...) 
Determine I(f). 
Determine x, x EA, tal que f(x) = 3. Solução 


Desenhe o gráfico de f. 
A sentença que define f afirma que todo número racional x tem para imagem 


Solução o próprio x, f(x) = x, e que todo número irracional x tem para imagem Ds 


a) Na sentença f(x) =x + 1, para se obter f(-1) substituímos x por —1: fo) = 2. 
f=1)=-1+1=0, analogamente, substituindo x por zero: f(0) = 0+1=1. Então: 
Não existe f(5), pois 5 & A. = 
b) f(-1)= 0, então (1; 0) e a) 2 e Q, então f(2)=2 
f(0) = 1, então ( 


0,1) e 1 101 

f(1) = 2, então (1,2) e bh E ento f() s 

E es pl ge e) «2 éirracional, então (2 ) = 2 
DE RES (ORM, (1: 2) (2 3, (3: 4) d) x é irracional, então f(x) = 2 


c 
) e) 0,333...= : é racional, então f(0,33...) = 0,33... 


5.59) Seja a função f de R em R definida pela sentença: f(x) = 


elemento do domínio de f que tem o número 8 como imagem? 


Solução 
d) I(f)=(0;1;2;3; 4) Procuramos x, x € IR, tal que sua imagem seja 8, isto é: 
e) A ds proposta pergunta para qual valor de x, x e A, cuja imagem é f(x) =8. 
igual a 3; uma simples leitura nos dá x = 2. Devemos então resolver a equação: 
f) ” 
y x-4 8 
2 


edaix=4. 


5.60) As funções: 
fRSR f)=x+2 
2 


gR-(2)5B, 9) = LD 
x-2 


pi 


são iguais? 
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Solução 
Não, pois D(f) = D(g). 


Exercícios Propostos 


5.61) Sejam o conjunto E=(x e Z|-1 <x<2)ea funçãof de Eeme zZ, 
definida por: 
—,se-1<x< 
fig=do se x<0 
x se 0<x<2 
a) Determine f enumerando os seus elementos. 
b) Determine o conjunto-imagem de f. 


c) Resolva a equação f(x) = x. 
d) Faça o gráfico de f. 


5.62) Seja a função f, de A = (0; 1; 2) em ER, definida pela sentença f(x) = x(x — 1) 
(x— 2). Determine I(f). 


5.63) Seja a função f, de Z em Z, definida por: 


ft) di se x ep 
0,se x é impar 


5.64) Seja a função f, de R em E, definida por: 
fo)=2+x+2. 
Qual é o elemento do domínio de f que tem imagem igual a 2? 
5.65) Sejam os conjuntos A = (1,2;3)e B=(0; 1; 2; 3). As funções fe g, de A em 


B, definidas por: 

100) =x 
2 

x 

g(x) =— 

x 
são iguais? 
5.66) As funções f e g definidas por: 
fRS5ER f(M)=x 


x 


g:R'5R, f(xg)=— 
% 
são iguais? 
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Capítulo 


Função real de variável real 


6.1 - FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL - GENERALIDADES 


O Conceito 


Uma função f diz-se função real de variável real se D(f) c Re CD(f) c R. 


Exemplo 


A função f, de R em R, definida pela sentença aberta: 
f(x) =x 
6 a função real de variável real. 

Observe que a imagem de qualquer elemento x do domínio R é obtida 
olovando-se ao quadrado o número x. Por exemplo, se quisermos a imagem do 
número 2: 

f(2)=22=4 

De uma outra forma, para obtermos a imagem do número 2, f(2), na sentença 
(fórmula): (x) = x?, substituímos a letra x pelo número 2 e efetuamos as operações 
indicadas. 


Domínio e Contradomínio 


Vimos que, para se definir uma função f, necessitamos de dois conjuntos: o 
sou domínio, o seu contradomínio e, ainda, da sentença aberta (uma “fórmula”, 
uma “lei”, que descreve como se “associa” a cada elemento do domínio de f um 
tinico elemento no contradomínio de f. 

Na prática, entretanto, tratando-se de função real de variável real, é comum 
umitir-se o domínio e o contradomínio, dando-se somente a sentença aberta 
('lórmula”) que estabelece a correspondência entre x e f(x). 

Quando isto acontecer, está convencionado o seguinte: 


1º) O contradomínio da função fé CD(f) = R. 


2º) O domínio da função f, D(f), é o subconjunto de IR, constituído por todos 
os valores de x para os quais as operações indicadas na “fórmula” são 


possíveis, gerando como resultado das operações um número real. 
E xomplos 
a) A função f definida pela sentença aberta: 
fl) = vx-1 
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tem para domínio o subconjunto de R constituído por todos os valores d 
xparaos quaisx— 1 > O, istoé,x > 1. Então: 
D(f [1; +co[e, CD(f) = R 
b) Para a função definida por: 


Solução 

a) Devemos ter: 
() (x2-4)2 > O0edai(-42) <0=>x)-4=0 => (x=20ux=-2) 
(I)x-2 *0edaix 22 


Para que as operações indicadas na “fórmula” sejam possíveis, o real x 
deve satisfazer à condição (l) e também à condição (Il), isto é, x deve 
pertencer a (1) (Il); então: 


o domínio é constituído pelos números reais x tais que x — 1 0, isto é: 


D(f) = (-2) 
D(f=R-(i)e, CD(f)=R b) O único elemento de D(f) é E fas se obter sua imagem, em f(x), 
substituímos x por -2; daí f(-2) = O: 
: : If) = (0) 
Exercícios Resolvidos c) Por convenção: 
6.1) Determine o domínio de cada uma das funções definidas pelas sentenças eD(p=R 


abertas: 
a) fo) =x]—1 c) fx) = Vx2-1 6.3) Dê o domínio da função definida por: 
1 1 fog)=x-2+V4-x 
b) fg) = — d fo) == 
ii Vx*—1 Solução 
Solução Devemos ter: 


a) Para todo x real as operações indicadas na fórmula” são possíveis e 
geram como resultado um número real; daí: 


D()=R. 

b) Para que as operações indicadas na “fórmula” sejam possíveis deve-se 
terx-170,istoé,x 2 1ex *—1: 

D()=R=-(-1,1) 


c) Para que as operações indicadas na “fórmula” sejam possíveis e para 
que o resultado seja um número real deve-se ter: 


$2-1>0 
edaix <-1oux > 1; então: 
D(f) = ]-00; JU [1;+00[ 
d) Deve-seter:x?-1>0e daí: 


()x-220edaix22] sena RE 
(1)4-x>0e daí x<4 


D(f) = [2; 4] 


Exercícios Propostos 


6.4) Determine o domínio de cada uma das funções definidas abaixo: 
a) fo)=X-3x+2 o) fix)=Vx2-3x+2 


1 


4 
b) da qe q dna ee 


6.5) Determine o domínio de cada uma das funções definidas pelas sentenças 


: E abertas: 
ic = SEE 
a) f)= o) f)= Ei 
6.2) Para a função f, definida por: X-2 
Exa b) f0)= X+2)x-2) d) f(x) = x+2-Nx-2 

f(g)=——— 
determine: RE 6.6) Determine os domínios das funções definidas por: 
5) TO a) to)= Vá + 7 
c) CD(f) 


b) fo) = Vx—1+2/1-x +Nx2+1 
A 


o) fo)=(+x+1)2 
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6.7) Determine os domínios das funções definidas por: Observe o seguinte: 


= a 2 
8) fo) = E More vb 1º) Toda reta (r), vertical, que passa por um ponto de A = D(f) corta o gráfico 
b) fo) = Yx a) fo)= x? G em um só ponto. 
Temos aí um critério para verificarmos através do gráfico se uma relação 
6.8) Determine o domínio de cada uma das funções definidas pelas sentenças. de A em B é uma função de A em B; basta verificarmos “se uma reta 
abertas: vertical (r), conduzida pelos pontos de A, encontra o gráfico de fe o 


encontra em um único ponto”. 

2º) Quando se conhece o gráfico G de uma função f, o seu domínio pode ser 
obtido projetando-se G sobre Ox, na direção Oy; o conjunto-imagem de f 
pode ser obtido projetando-se G sobre Oy, na direção Ox: 


a) f(x)= J1-|x] 


o foy= 


vlx|+ x 


6.9) Para a função f definida por: 


09-02 


determine: 
a) D(f) b) I(f) o) CD(f) 
6.10) Determine o domínio da função f definida por: 


fx)=-ax,a ER, 


6.11) O domínio da função real de variável real definida por: 


f(x)= V-=x+m Exercícios Resolvidos j 
éD(f)=]-0;3]. 


Determine m. 6.12) Entre as relações f, de A = [1;3] em R, representadas pelos gráficos abaixo, 


qual é função de A em R? 
a e) 
Gráfico de uma Função Real de Variável Real ) Ê 
Para se representar graficamente uma função real de variável real: 
tAaSB 


procede-se de forma análoga à representação gráfica de uma relação de A em B. 
Então, fixa-se no plano um sistema de coordenadas ortogonais xOy; o 
conjunto G de todos os pontos (x; f(x)), com x em A, é o gráfico de f. 


a) 


Eder 
[AS E aa 


(x; f(x) 
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6.13) 
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Solução 


a) É, pois toda reta vertical conduzida pelos pontos de A encontra sempre o 
gráfico de f em um único ponto. 


Dj 


b) Não é, pois as retas verticais conduzidas por pontos de A, com 1<x< 


não encontram o gráfico de f. 


c) Não é, pois há retas verticais conduzidas por pontos de A que encontram 
o gráfico de f em mais do que um ponto. 


Seja a função f definida pelo gráfico abaixo: 


Determine: 

a) D(f) c) xtal que f(x) =0 
b) 1(f) d) xtal que f(x) > 0 
Solução 


a) Para determinarmos o domínio de f projetamos o gráfico de f sobre Ox, 
na direção Oy. Então: 


D(f) = [-1;3] 
b) Para determinarmos o conjunto-imagem de f projetamos o gráfico de f 
sobre Oy, na direção Ox. Então: 


(D= [5 ) 


c) Queremos determinar x, x e D(f), tal que sua imagem seja zero; 
devemos procurar os pontos onde o gráfico “encontra” o eixo Ox: a 
abscissa x desse ponto é tal que a imagem de x é zero, isto é, f(x) = O. 
Em nosso exemplo, encontramos x = 1. 

d) Queremos determinar x, x e D(f), tal que sua imagem seja positiva; 
devemos procurar os pontos para os quais o gráfico “está acima” do eixo 
Ox: as abscissas x desses pontos são tais que f(x) > 0. 


Em nosso exemplo, —1 < x< 1 responde à questão proposta. 


Resumo: 


Y “acima de Ox 


x|f(x)<o 


a É 
xlfx)>0 


x1f)=0 


Exercícios Propostos 


6.14) Seja A = [-1; 2]. Quais das relações de A em R, representadas abaixo, são 


funções de A em R? 


b) 
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O gráfico da função identidade é a reta que contém as bissetrizes dos 


Determine: 7 
quadrantes ímpares. 


a) D(fel(f) 

b) 2), f(0), (1), f(2) e f(3) 
e) xtal que f(x) = O 

d) xtal que f(x) > 0 


6.2 = ALGUMAS FUNÇÕES USUAIS 


Função Constante 


É a função de R em RR, que associa a todo x real sempre um mesmo número 


cce IR; então, a sentença aberta que a define é: Função Polinômio do 1º Grau 


É a função de R em E, que associa a cada x real o número real ax + b, com 
Seu conjunto-imagem é I(f) = (c). . a O; então, a sentença aberta que a define é: 
O gráfico da função constante é uma reta paralela ao eixo Ox que passa à É 


pelo ponto (0, c): 
y 


(0; c) 


Seb=o0, isto é, f(x) = ax, a função diz-se linear. 
O gráfico da função polinômio do 1º grau é uma reta (r) (a demonstração 
encontra-se no curso de Geometria Analítica desta coleção): 


(1) 


x y 
b 

Exemplo Gir .b 
(o 0) a 0 


Seja a função de R em R, definida por f(x) = —2. 
Seu conjunto-imagem é I(f) = (-2). O conjunto-imagem da função polinômio do 1º grau é I(f) = R (projeção da 


reta (r) sobre o eixo Oy). 
A sentença aberta f(x) = ax + b, que define a função, denomina-se equação 
da reta (r); nela, o coeficiente a denomina-se coeficiente angular de (1), e b, 


7” coeficiente linear de (r). Note que o coeficiente linear de (r) é a ordenada do ponto 
7 onde (r) encontra o eixo Oy. 

Exemplos 
[R] a) Na função f, definida por f(x) = -2x + 1 tem-sea=-2e b= 1, 


Função Identidade 


É a função de R em R, que associa a cada x real o próprio x: então, a 
sentença aberta que a define é: 


Seu conjunto-imagem é I(f) = R. 
O coeficiente angular de (r) é a = —2; seu coeficiente linear é b = 1. 
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b) Seja a função f, linear, definida por f(x) = 3x; o coeficiente angular da reta 
()é a=3e seu coeficiente linear é b = 0: 


Exercícios Resolvidos 


6.16) Chama-se função sinal de x função f, de R em IR, definida por: 


6.17) 
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=| sex<0 
f(x)=4 0, sex=0 
ii sex>1 
a) Determine f(-2), f(0) e f(2) 


b) Gráfico de f 
c) Qual é o conjunto-imagem de f? 


Solução 


Observe que todo real negativo tem imagem —1, que zero tem imagem zero 
e que todo real positivo tem imagem 1; então: 


a) f-2)=-1,H0)=0ef(2)=1 
b) 


constante 
ci Ut f(x) =1 


sex<0: f)=-4 | 
constante 


c) É imediato que I(f) = (-1; 0; 1). 


Seja a função f, de R em R, definida por: 


too=| 2.sex>0 
-x+2,sex<0 


a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Deduza I(f) 


Solução 
a) O gráfico de f é constituído por duas semi-retas: 


1º) se x>0 f é representada pela reta paralela ao eixo Ox que passa 
pelo ponto (0; 2) 
2%) se x<0 fé representada pela reta y = —x + 2. 


y sea o 


0 Es representa fse x < 0 
2 0 


b) A projeção do gráfico sobre Oy nos dá: I(f) = [2; +c0[. 


6.18) O gráfico da função polinômio do 1º grau, definida pela sentença aberta 


y=f(x)=ax+b é a reta que passa pelos pontos (1; 2) e (-1; 3). Determine a 
eb. 
Solução 


O ponto (1; 2) pertence à reta e, então, fazendo x = 1 e y = 2 a sentença 
y=ax+ bica satisfeita: 


2=a+b(l) 
Analogamente, como (-1; 3) pertence à reta: 
3=-a+b (Il) 
Resolvendo o sistema constituído pelas equações (1) e (II), obtemos: 
5 1 
=>eb=-— 
Ega 


6.19) Uma função f tem domínio A = [-1; 2] e é definida pela sentença aberta 


y=f(x)=3x-1. Faça o gráfico de f e deduza I(f). 


Solução 
y FE 
Elias Fo da Xx1y 
|4 
218 
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O segmento AB éo gráfico de f. 
O gráfico de f projetado sobre Oy nos dá: I(f) = [-4; 5]. 


6.20) Seja f: A — B uma função real de variável real. Chama-se zero de f todo x, 
xe, tal que f(x) = O. Determine o zero da função f, de R em K, definida por 
f(x)=ax+b,a =0. 


Solução 


Note que para uma função f, se x é um zero, a sua imagem é zero, isto é, 
f(x) = O. Para determinarmos o zero da função definida por f(x) = ax + b, 
a * 0, resolvemos a equação f(x) = O: 

flxy)=0=ax+b=0 xD, 


Então, o zero da função polinômio do 1º grau definida por f(x) = ax + b é 


Exercícios Propostos 


6.21) Para cada uma das funções definidas pelas sentenças abertas abaixo, 
determine o domínio, o conjunto-imagem e esboce o gráfico: 


a) f(x)=-3 
b) f(x)=0 
o) f(x) = —x 


d) f(x)=3x+2 


6.22) Determine o ponto comum dos gráficos das funções f e g definidas 
respectivamente por f(x) = 3x —1 e g(x) = 4x + 1. 


6.23) Seja a função f, de R em IR, definidas por: 
0, sex<-—1 
f(x)=41,se-1<x<0 

2,sex>0 


a) Determine f(-2), (—1), f(O) e f(2). 
b) Desenhe o gráfico de f. 
c) D&I(f) 


6.24) Uma função f, de R em E, é definida por: 
=Xx+1, se x<—1 
f(x)=42,se-1<x<1 

x+1i sex>1 


a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Deduza I(f) 
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6.25) O gráfico de uma função polinômio do 1º grau, definida pela sentença aberta 
y=f(x)=ax+b é a reta da figura. Determine a e b. 


y 


6.26) Seja f: A > B uma função real de variável real. Chama-se ponto fixo de f a 
todo x x e A, tal que f(x) = x. Discutir, segundo os valores de m, a 


existência de ponto fixo para a função de R em R definida por f(x) = mx + 1, 


6.27) Uma função f tem domínio A = [-2; 1] e é definida pela sentença aberta 
y=f(x)=-x+ 1. Faça o gráfico de fe deduza I(f). 


6.28) Sejam as funções de R em KR, definidas por: 
f(x) = 4x +2 
g(x)=2x— 1 


a) Resolva a equação f(x) — 2:g(x) = O 
b) Resolva a inequação f(x) > g(x) 


6.3 - FUNÇÃO CRESCENTE E FUNÇÃO DECRESCENTE 


Função Crescente 
Consideremos a função polinômio do 1º grau definida pela sentença aberta: 
fo)=2x+1 


Observe na tabela ou no gráfico que “aumentando-se x”, “aumentam” os 
correspondentes valores de y: 


3 neem cris 
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Uma função com tal comportamento diz-se crescente em R. Observe que, 
no exemplo, se atribuirmos a x dois valores reais distintos x e xo tais que x1 < x2, 
obtém-se: f(x1) < f(x). 


Função Decrescente 
Analogamente, consideremos a função polinômio do 1º grau definida pela 
sentença aberta: 


fg)=-x+1 
Observe agora, na tabela ou no gráfico, que, “aumentando-se” x, “diminuem” 
os correspondentes valores de y: 


Uma função com tal comportamento se diz decrescente em R: Observe no 
exemplo que, se atribuirmos a x dois valores reais distintos x, e xz tais que x1 < Xz, 


Uma forma equivalente para se colocar a definição acima é: 
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Exercícios Resolvidos 


6.29) Verifique que a função definida por f(x) = 3x + 1 é crescente em R. 


Solução 
Devemos calcular f(x1) — f(x2): 
Fixa) — f(xa) = (3x4 + 1) — (3x0 + 1) = 3044 — X2) 
E, daí, para todo x4, x2 e IR, xy < x2, pode-se concluir que: 
f(x) -f(x,)=3(x,-x,)<0 
as 
negativo 


pois 
XX 


Hx) — ftxa) < 0 
f(xa) < f(xo) 
Então, x1 < xz = f(X4) < f(x2), para todo xy, x2 E IR, e a função é crescente em 
R. 


6.30) Seja a função polinômio do 1º grau, f, definida por: 
f(xg)=ax+b,az0 
Verifique que se a > 0, fé crescente em R. 


Solução 


Calculemos f(x1) — f(xp): 
f(x1) — f(xo) = (ax4 + b) — (axo + Db) = à (x4 — xo) 
E, daí, para todo x4, x2 e R, xy < xp, pode-se concluir que: 
flx)-flixa)= a (x-x,)<0 
pm 
positivo negativo, 
pois 
Xy<Xo 
f(x1) — f(x2) < 0 
f(xi) < (xo) 
Então, x, < xo = f(x1) < f(xo), para todo x1, x2 e R, e a função é crescente em 


R quando a > 0. 
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6.36) Seja a função f definida pela sentença aberta: 


6.31) Seja a função f, definida pela sentença aberta: 
| fo)=(m-1)x+3meR. 
| % a) Determine m para que f seja crescente em R. 
a) Dê o domínio de f. 


b) Verifique que f é decrescente em E. b) Determine m para que f seja decrescente em R. 


Solução 


6.4 - FUNÇÃO MÓDULO 
a) O domínio de f é constituído por todos os valores reais de x tais que 
xz0: 
D(f) = R* 
b) Calculemos f(x1) — f(x): 


Definição e Propriedades 


É a função de R em R que associa a cada número real x o número |x|; 
então, a sentença aberta que a define é: 


1041 XX 
x 
O gráfico da função módulo é constituído pela união de duas semi-retas, || 


* <x -S! 7 ê e 
E, daí, para todo xy, x2 e Rs”, x1 < xo, pode-se concluir que: como mostra a figura: |] 


positivo, pois || 

M<X | || 

Xp —X | 
fix)-f(x,))="2—1>0 | 
(x) fixa) XX = | 
tt | 


positivos, pois x1, Xx2 e R+* 
f(x4) — flxo) > O 
f(x) > fixo) 


Então, xy < Xp => f(x4) > f(x), e a função f é decrescente em R+*. 


Exercícios Propostos 


6.32) Verifique que a função definida por f(x) = —2x + 6 é decrescente em R. 


6.33) Seja a função polinômio do 1º grau, f, definida por: 
fi)=ax+b,az0 
Verifique que se a < 0, fé decrescente em R. 


Seu conjunto-imagem é I(f) = R... 
6.34) Seja a função f definida pela sentença aberta: 


fx) = A 
X Exercícios Resolvidos 


Verifique que f é crescente em R-. 
que q 6.37) Considere a função f definida por: 


14 se-2<x<- 
f()=4|x| se-1<x<1 
x+1i sex>1 


6.35) Seja a função f definida pela sentença aberta: 
fo) =. 


Verifique que f é crescente em R+. 
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a) Esboce o gráfico de f. 
b) Determine D(f) e I(f). 
c) Resolva a equação f(x) = 1. 


Solução 


a) Observe que 
1º)se-2<x<-1,aretay = 1, paralela ao eixo Ox, representa a função f, 
2º)se-1<x<1,fé representada pelo gráfico de y = |x|; 
3º) se x > 1, fé representada pela reta de equação: y = x + 1. 
Então, o gráfico: 


y=x+1 
x /y 
1 
-110 
“rompimento” 211 


b) A projeção do gráfico de f sobre os eixos Ox e Oy nos dá: 
D(f) = [-2; + ol 
Kf) = Rs 
c) Resolver a equação f(x) = 1 é determinar todo x, x e D(f), tal que a 
imagem seja igual a 1; do gráfico: 
S=(xeR|-2<x<-1vx=1vx=2) 


6.38) Construa o gráfico da função f, definida por: 
f(x) = |2x| 
Solução 
A definição de módulo de um número real nos dá: 
Se 2x>0,istoé,x>0: |2x|=2x e f(x) = 2x 
Se 2x<0, isto é,x<0: |2x|=--2x e f(x) = —2x 
Então, 


2x, sex2>20 
f(x)= 
-2x, se x<0 


O gráfico de f e a união de duas semi-retas, como mostra a figura: 
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Kf) = R+ 
6.39) Construa o gráfico da função f, definida por: 
fx) = |x + 1] 
Solução 


A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex+1>0,istoé,sexz-1: |x+1|=x+1efl)=x+1 
Sex+1<0,istoé,sex<-1: |x+1|=—(x+1)ef(xg)=-x—1 
Então, 


fo)= x+1, sex2-1 
=x-1, se xs-1 


O gráfico de f é a união de duas semi-retas como mostra a figura: 


Rigj=x+1 


sex2-1 


Nf) = R+ 
6.40) Construa o gráfico da função f, definida por: 
fo) =|x|+1 
Solução 


A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex>0; |xl=xeflxy)=x+1 

Sex<0; |x=-xe f(x)=-—x+1 

Então, 
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e o. 


tid= x+1 sex>0 
o -x+i sex<s0 


O gráfico de f é a união de duas semi-retas como mostra a figura: 


A A 


sex<0 
KO =[-1;1[ | 


6.42) Construa o gráfico da função f, definida por: | 
fo) =|x+1]+|x—1] | | 


) =x +17 eso) =x+1 
sexz0 


Solução 


Inicialmente, determinamos os valores —1 e 1 onde os números x+ 1ex—1 || 
“mudam” de sinal; então a tabela: | 


KB = [1 +00[ 
6.41) Seja a função f definida pela sentença aberta: | 
fog = [XI | 
(9) : ; | 
a) Determine f(-2) e f(2). 0 Xi 4 | 
b) Determine D(f). ! || 
c) Construa o gráfico de f. : | 
2 x | 
Solução ! 
a) f(-2)= 1 a =4 Na tabela, observe por exemplo que, se x < —1, então x + 1<0e daí 
(-2) 
202 |x+1|=-x—1; analogamente, sex > tentãox- 1>0e dai|x- 1|=x—1; se | 
(2) 121.24 x=-1tem-se|x+1|=0e|x-1|=2. 
2 2 Também, note que f(x) é a soma de |x + 1] com |x — 1]. 
b) Devemos ter x 4 0, isto é, D(f) = R+* Então, 
c) A definição de módulo de um número real nos dá: -2x, sex <-—1 
pri; ; f(x)=42 se-1<x<1 
Pá 2x, se x>1 


jon O gráfico de f é a união de duas semi-retas mais um segmento de reta, 
E” como mostra a figura: 
Sex<O|x|=-x e too= alpes f(x) = 2x 
Nan (x) = 2X sex>1 
Então: RR | 
fo) =2 
se-1sxs1 


| sex>0 
fod=4 
69) É sex>0 
O gráfico de f é a união de duas semi-retas paralelas ao eixo Ox, como 
mostra a figura: 


KB =[2; +00 
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Exercícios Propostos 


6.43) Verifique que a função definida por f(x) = |x| é crescente em R, e decrescente 
emR. 


8.44) A função definida por f(x) = |x| possui algum ponto fixo? Qual é o seu zero? 


6.45) Considere a função real de variável real definida por: 


x| sex<20ux>3 
H = | 


2se2<x<3 
a) Determine f(-2), f(2), (5)e fm). 
b) Esboce o gráfico de f. 
c) Determine D(f) e I(f). 
d) Determine x tal que f(x) = 2. 


6.46) Construa o gráfico de cada uma das funções definidas abaixo: 


a) f(x)=2 |xl 
b) f(x) = [3x] 
e) fix)=Ix-2] 
a) fo) =|x-2 


Diga, em cada caso, qual é o conjunto-imagem da função. 

6.47) Construa o gráfico de cada uma das funções definidas abaixo; 
—1| 
a) f(x = LXIHx artist, 
) fog= | fo)=S 
dy tt) = 144 
x 
Dê, em cada caso, o domínio e o conjunto-imagem da função. 


6.48) Uma função f, de domínio A = [-2; 2], é definida pelo gráfico abaixo: 


a) Determine I(f) 
b) Desenhe o gráfico de uma função g, de domínio A, definida por: 


ACO [+flo) 
9x) = 3 


c) Determine I(g). 
d) Resolva a equação f(x) = g(x). 


6.49) Considere a função f, de R em R, definida por: 
fo) =|x—1]+|x—4] 
a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Determine I(f). 


6.50) Seja a função f, real de variável real, definida por: 
fo) =—1+|x+1]-2 |x| + |x— 1] 
a) Construa o gráfico de f. 
b) Dê I(f. 


6.51) Para os números reais ae b, as b, definem-se: 
máx (a;b)=b 
mín (a;b)=a 
Assim, por exemplo, máx (2; 3) = 3, máx (2; 2) = mín (2; 2) = 2, mín (2, 3) = 2. 
Desenhe o gráfico da função f, de R em R, definida por: 
f(x) = máx. (2; |xl) 
Qual é o conjunto-imagem de f? 


6.5 - TRANSFORMAÇÕES NO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Certas transformações (translações, reflexões,...) podem ser feitas sobre o 
gráfico de uma função, possibilitando a sua construção com alguma facilidade. 

Vamos examinar as transformações mais importantes. 

Seja, então, a função definida pela sentença aberta y = f(x) e seja o número 
real k, positivo. 


1. O gráfico da função definida por y = f(x) + k pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 


direção Oy, “para cima”. 


O gráfico da função definida por y = f(x) — k pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 
direção Oy, “para baixo”. 
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Exemplos 
Exemplos 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para cima”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x| + 1. 


Os In 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para a esquerda”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x + 1]. 


“g=|x 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para a direita”, 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para baixo”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x — 1]. 


obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x| — 1. 


ll. O gráfico da função definida por y = —f(x) pode ser obtido do gráfico da 
aa definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexão em relação ao eixo 
x 


Il. O gráfico da função definida por y = f(x + k) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 
direção Ox, “para a esquerda”. 


y=fix+k) 


e 


O gráfico da função definida por y = f(-x) pode ser obtido do gráfico da 


O gráfico da função definida por y = f(x — k) pode ser obtido do gráfico da função y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexão em relação ao eixo Oy 


função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 
direção Ox, “para a direita”. 
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Se conhecemos o gráfico da função definida por y = f(x) e quisermos o 


gráfico da função definida por y = If(x)| faz-se a “parte” que está “abaixo” do eixo 
Ox do gráfico de y = f(x) sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox. 


y y 


p=) y= [f(x] 


Exemplos 
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fo)=—|x| 


O gráfico da função f(x) = |x/ sofreu uma “reflexão” em torno do eixo Ox, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = — |x|. 


x é substituído por -X 
y=ftx)=-x+1 y fog)=x+1 
com x e [-1;1] acess 2... comx e [-1; 1] 


Para x e H; 1), o gráfico da função f(x) = x + 1 sofreu uma “reflexão” em 
torno do eixo Oy, obtendo-se o gráfico da função f(x) = —x + 1 (esta se 
obtém da primeira, substituindo-se x por x). 


Y 
f(x) =x 


x 


A parte “abaixo” do eixo Ox “reflete” em torno do eixo Ox. y = f(x) > y = If(x)] 


Exercícios Resolvidos 


6.52) Construa o gráfico da função definida por f(x) = |x — 1] + 1. 


Solução 
y 
translação translação 
“para a direita” “para cima” 4 jo 
x » x » x 
y=Ixl y=|x-1] yi= ars d | 
6.53) Seja a função f, de R em R, definida por: 

-4,sex<0 
f(x)=4 0, sex=0 
1,sex>0 


a) Determine o conjunto-imagem de f. 
b) Desenhe o gráfico de f e deduza os gráficos das funções definidas por 
y=fx-Dey=f00)+1. 


Solução 

a) Observe que todo real negativo tem imagem —1, zero tem imagem zero e 
que todo real positivo tem imagem 1; daí If) = (-1; 0; 1). (Veja o 
exercício 6.16) 


y=fl)+1 


O gráfico de y = f(x) des- O gráfico de y = f(x) 
locou-se “para a direita” deslocou-se “para cima” de 1, 
de 1. 


Exercícios Propostos 


6.54) Desenhe os gráficos das funções definidas abaixo: 
a) fx) =|x+2 o) fi) =|x-2 
b) fo)=|x+2] a) fo)=|x—2] 


6.55) Desenhe os gráficos das funções definidas pelas sentenças abertas: 
a) y=|x-2]-1] 
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b) y=1-|x-1| 
o) y=|-=x=1]+1] 


6.56) Seja a função f definida por: 


io9= se-1<xx<0 


x+| se0<x<1 


a) Desenhe o gráfico de f 
b) Deduza: D(f) e I(f) 
c) Desenhe os gráficos das funções definidas por: 


v=fO) + y=fx-1) y=H) y=1-10) 


6.57) Considere a função f definida por: 


to9= fo! se-1<sx<0 


x se0<sx<1 


a) Desenhe o gráfico de f. 

b) Determine: D(f) e I(f). 

c) Desenhe o gráfico da função definida por: y =— f(x). 
d) Resolva a equação: f(x) = x. 

e) Resolva a inequação: f(x) < 1. 

f) Desenhe o gráfico da função definida por: y = |f(x)). 
9) Resolva a equação: |f(x)| = 1. 


8.58) Dada a função g definida por: 


6.59) Uma função f, de domínio E = [+1; 1] é definida pelo gráfico abaixo: 
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1 sex>0 
g(x)=4 0, sex=0 
= sex<0 
Desenhe o gráfico da função f, definida por 
fo) =(x+1)-g(x—1) 


Desenhe o gráfico da função definida por y = [=]. 


6.6 - FUNÇÃO QUADRÁTICA 
Definição 

É a função de R em KR, que associa a cada número real x o número real: 
ax? + bx +, a x 0; então, a sentença aberta que define é: 


Exemplos 


São quadráticas as funções definidas pelas sentenças abertas: 
a) fx)=2x%-x+2,0nde:a=2,b=-1ec=2 

b) fx)=-x2+4,onde:a=-1,b=0ec=4 

e) f)=x-4x,onde:a=1,b=-4ec=0 


Gráfico na Função Quadrática 


Num sistema cartesiano ortogonal xOy, o gráfico da função quadrática é 
uma parábola (a demonstração encontra-se no curso de Geometria Analítica desta 


coleção). g 
A sentença aberta que define a função quadrática: y = f(x) = ax + bx + c 
chama-se, então, equação da parábola (que é o gráfico da função). 


Exemplos 


Vamos esboçar, com auxilio de uma tabela, os gráficos das funções 
quadráticas definidas pelas sentenças abertas abaixo: 


a) fo)=0-2x—3 


Y ir) 
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b) f(x) = — 2x 
Exercícios Resolvidos 


6.60) A função definida por f(x) = 2[(x + 1)? + 4] é da forma f(x) = ax? + bx + c, isto 
é, é quadrática. Determine a, b e c. 


Solução 


Efetuando as operações indicadas, obtemos sucessivamente: 
fo)=2(0+2x+1+4) 

fx) = 22 + 4x +10, 

en edal:ia=2,b=4ec=10. 


forespoces 


Mm 


a a 
esa 


6.61) Da função quadrática definida por f(x) = ax? + bx + c sabe-se que f(0) = 0, 


eomencenaf 


(m f(1)=0 e f(2) = 2. Determine a, be c. 
o) fo)=*2-2x+1 Solução 
f(0)=0=>c=0 E 
()=0>a+b+c=0 |> O safe bisel 
2a+b=1 


f(2)=2>4a+2b+c=2 
Então:a=1,b=-1ec=o0, 


Exercícios Propostos 


6.62) As funções abaixo são definidas por uma sentença aberta do tipo 
f(x) = ax + bx + c, az0, isto é, são quadráticas. Para cada uma delas, 
determine ab ec: 

a) f(x)=—x—1 

b) f)=(x-12+1 
c) f(x) =-2x(x+3) 
d) f(x) =2 


wnao l ix 
nsa0nnI|«< 


a fg)=-*2-2x—1 
6.63) O gráfico da função quadrática definida por: f(x) = ax? + bx + c passa pelos 
pontos (0; 1), (1; —1) e (2; -5). Determine a, be c. 


6.64) Com auxílio de uma tabela, esboce os gráficos das funções definidas 
abaixo: 


b) f)==2+x 
e) f)=-2(x-32 
d) fx)=20+1 


Concavidade da Parábola 


Um tratamento rigoroso de concavidade de uma curva foge dos objetivos 
deste trabalho. Na parábola, a concavidade pode ser “voltada para cima”, como 
nos exemplos a e c, e "voltada para baixo”, como nos exemplos b e d. O que 
determina o “sentido” dessa concavidade é o sinal do coeficiente de x*. 
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Seja a função quadrática definida por: 
fl) =ax+bx+c 


Se a > 0: a concavidade da parábola está “voltada para cima”, 
Se a <0: a concavidade da parábola está “voltada para baixo”. 


Observe no exemplo c que a função quadrática possui um único zero: xo. A 
parábola tem em comum com o eixo Ox um único ponto cuja abscissa é xo. Diz-se, 
nesse caso, que a parábola tangencia o eixo Ox. 


A=0 e a>20 a=0 e a<0 | 
| 
| 


t 
i 
: 
t 
t 
H 


Xg 


| 

ai Observe no exemplo d que a função quadrática não possui zeros. A 
z daruadão Quáaráa parábola não tem ponto comum com o eixo Ox: | 

eros da Função Quadratica 
y A<0 e a>0 A<s0 e a<0 | 
Sabemos que zero da função quadrática definida por: 
fl) =ad+bx+c 

é todo valor de x para o qual f(x) = 0, isto é, todo x que tem imagem igual a zero. 


zero ou 
raiz de f Exercícios Resolvidos 


No exemplo a a função quadrática possui dois zeros: -1 e 3. | 
No exemplo c a função quadrática possui um único zero: 1. 6.65) Determine m, m e IR, para que o gráfico da função quadrática definida por: | 


No exemplo d a função quadrática não possui zeros. ; f0) = (ml- 42 +x+m | 

Os zeros da função quadrática definida por; f(x) = ax + bx + c são i “ ima” | 
determinados resolvendo-se a equação do 2º grau: ax? + bx + c=0. tenhajá con cavidade! volidsa pera cima” 

Então, sendo A = b? — 4ac; Solução 


Para que a concavidade da parábola esteja “voltada para cima" deve-se ter: 
2 
mí-4>0 
edaf:im<-20um>2 


Observe nos exemplos a e b que, se a função quadrática possui dois zeros 6.66) Determine m, m e K, para que a função f, de R em IR, definida por: | 


distintos, x & xz, O seu gráfico encontra o eixo Ox em dois pontos, cujas abscissas x53-6x-m | 
são, respectivamente, x4 e xa: possua dois zeros distintos. 
4>0 e a>0 


Solução 


Para que a função f possua dois zeros distintos deve-se ter A > O: | 
A=(62-4:3:(-m) | 

36+12m>0, 
e daí a resposta: m > -3 | 
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6.67) 


6.68) 


6.69) 
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Demonstre que se a função quadrática f(x) = ax +bx+c, a 0, possui dois 
zeros distintos, então a função quadrática f(x) = ax + bx+c+m (2ax+b) 
também possui dois zeros distintos, qualquer que seja m. 


Solução 
Se a função f(x) = ax? + bx + c, por hipótese, possui dois zeros distintos, 
então: 
b? — 4ac >0 (1) 
A sentença f(x) = ax? + bx+c+m (2ax + b) escreve-se: 
f(x) = axé + (b + 2am)x + c+mb 

Então, 
A =(b + 2am) — 4a(c + mb) 
A=b? + 4abm + 4a?m? — 4ac — 4abm 
A=b?-4ac+ 4am? 

eo qe, 

positivo não-negativo 
por hipótese éum 
(1) quadrado 

Daí, A >0 e a tese está demonstrada. 


Verifique que se a 1, a função: 
f)=(a-1)xX+(a+5)x-a 
possui dois zeros distintos. 


Solução 
Se a 7 1, a função é quadrática; devemos verificar que 4 > 0. 
a=(a+5)2-4a-1)-a 
A=a?+10a+25-42+4-a 
A=a2 +52 +29 
Ora, A é um trinômio do 2º grau, cujo discriminante é: 

M=5-4:29=-91 
Como 4, < 0, trinômio A = a? + 5a + 29 tem, para todo a, o sinal do 
coeficiente de a”, isto é, A > O para todo a. Então, para todo a, a 1, a 
função possui dois zeros distintos. 


Dada a função f, de R em R, definida por: 
fo) =kê+x+1 
determine k para que f possua um único zero. 
Solução 
Sek=0, fé função polinômio do 1º grau e possui um único zero: —. 
Se k 4 0, f é função quadrática; então para que f possua um único zero 
deve-seter: A=0 


A=1-4k=05k= À 
4 


Daí, para que f possua um único zero deve-se ter: k=0ouk= - 


Exercícios Propostos 


6.70) 


6.71) 


6.72) 


6.73) 


6.74) 


6.75) 


6.76) 


6.77) 


6.78) 


6.79) 


Determine m para que o gráfico da função quadrática definida por: 
fo) =(16-m3X + 2x—1 
tenha a concavidade “voltada para baixo”. 


Determine, se existirem, os zeros das funções definidas por: 
a) fi)=22—1 e) fxg)=x-4x+3 
b) f)=42+x 9 fx)=-6x+9 
o) f)=02+1 9) ) = -x—1 
d) f(x) =-3x2 


Determine, se existirem, os pontos fixos das funções definidas por: 
a) M)=X0-5x+5 o) f0)=]+x+1 
b) f)=-x+1 
Determine k para que a função quadrática definida por: 
fo) = +kx+1 
admita pelo menos um zero. 


Determine k para que a função quadrática: 
0) = ko + 2x +1 
admita um único zero. 


Determine k para que a função quadrática: 
f0)=x2+3kx+9 
não admita zeros. 


Discutir, segundo os valores de m, o número de pontos fixos da função de R 
em K, definida por: 
o)=mé + 1 


Verifique que a função quadrática definida por: 


2 ê 1 
10)0==8 =2x+— 
69) a hob 


possui pelo menos um zero se a e b são as medidas dos catetos de um 
triângulo retângulo em que h é a medida da altura relativa à hipotenusa. 


Sejam A = [1; 6] e as funções de A em R, fe g, definidas por: 

fo)=x]-4x—5 

gtd= o f(x) 
Resolva a equação: f(x) = g(x). 
Seja a função real de variável real definida por: 

2 E 
f(x) = ape =, a 
a(x* —1)-bx 
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a) Verifique que, quaisquer que sejam a e b, existem dois valores x, com 
sinais contrários, para os quais não existe f(x). 
b) Resolva a equação: f(x) = 1. 


Máximo e Mínimo 


Seja f uma função real de variável real. 
O número ym, ym € I(f), diz-se valor máximo de f se e somente se: 
ym > f(x) 
para todo x e D(f). 
O número ym, Ym « I(f), diz-se valor mínimo de f se e somente se: 
Ym < f(x) 
para todo x e D(f). 


Teorema 


Demonstração 
A sentença que define a função quadrática, escrita na forma canônica é: 


o PPA ne 
voa [ee] E] (1) (veja item 4.4) 


Observe que, para todo x real: 
2 
(xe) 20, 
2a 
b 2 
isto é, a expressão (5) , um quadrado perfeito, é sempre maior ou igual a 


E -b 
zero; o seu menor valor é zero que se dá em x a 
a 


Observe também que o número = não depende de x: é constante. 
a 


Então: 
1º) Se a > O: f(x) assumirá valor mínimo quando a diferença 


[RN -p 
(x +5) —-—— assumir o seu menor valor, isto é, quando x=—. E, 
2a 4a 2a 


-b 
substituindo x — em (l), obtém-se: y, = ——. 
ubstitui por (1) Ga 


2º) Se a < O: f(x) assumirá valor máximo quando a diferença 


2 

a -b 

(05) Ea assumir o seu menor valor, isto, quando x=—. E, 
2a 4a 2a 


E 2) E -A 
bstituind or — em (1), obtém-se: yy = ——. 
sul indo x pi Za (1) YM 25 


Nossa demonstração está completada. 
O valor máximo de f e o valor mínimo de f denominam-se valores extremos 


ou extremos de f. 
Então, a função quadrática definida por: 


f)=ax+bx+c,az0 


assume um valor extremo em x = Sr 
a 


Esse valor é mínimo se a > 0 e é máximo se a < O. Se ym ocorre, ym não 
ocorre e inversamente. 


O valor extremo é dado por Yex = = 


Exemplos 


a) A função quadrática definida por: 
f(x) = 5x? — 50x + 39 
admite um valor mínimo em x = SO 5eym= ESa Eles. -86 
2a 2:5 
b) A função quadrática definida por: 
f(x) = 442 + 40x— 73 
-40 -A 432 


; -b 
i =— = =5 =— = = 
admite um valor máximo em x 2a 2104) eyu= 7 104) 
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Vértice - Eixo de Simetria 
Seja a função quadrática f, definida por: 
fo)=aê+bx+caz0o 


O gráfico da função f é uma parábola; o ponto ve) denomina-se 


vértice da parábola. 
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A reta (r), vertical, que passa por V, é um eixo de simetria da parábola; isto 


significa que se o ponto ala; v) pertence à parábola, o ponto 


a(-5+% v) também pertence à parábola. 


Observações sobre a Gráfico da Função Quadrática 
Seja a função quadrática, f, definida por: 
fo)=aê+bx+c,a0 
Sempre que quisermos esboçar o gráfico de f devemos buscar as seguintes 
informações: 


1º) Concavidade: se a > O a concavidade está “voltada para cima” e se 
a<0 a concavidade está “voltada para baixo”. 


2º) Eixo de simetria: é a reta (r) vertical, que passa pelo ponto(-2a10 ) o 


gráfico é simétrico em relação a (r). 


3º) Zeros: resolvemos a equação aê +bx+c=0. 
Se A > 0: a parábola encontra o eixo Ox em dois pontos, (x1; 0) e (xo; 0), 
onde x4 e xp são as raízes da equação. 


Se A=0:a parábola 'tangencia” o eixo Ox no ponto (20) note que 


+ é a única raiz da equação. 
Se A<0: a parábola não tem ponto comum com o eixo Ox. 


4º) Vértice: é o ponto (8) que é "máximo" se a < O e é “mínimo” se 


a>0. 
5º) O ponto (0; c) é o ponto de encontro da parábola com o eixo Oy. 


Exemplos 
a) Esboçar o gráfico da função quadrática definida por: f(x) = X-3x+2. 
Concavidade: a = 1 > 0; a concavidade está “voltada para cima”. 
Eixo de simetria: é a reta vertical que passa por: (58:0) = (50) 
Zeros: resolvendo x - 3x + 2 = 0, encontramos x = 1 ex =2;a 
parábola encontra o eixo Ox nos pontos (1; 0) e (2; 0). 


vaias Bu A sl =) 
2a 


24 4 2"4 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0; 2). 


b) 


c) 


Esboçar o gráfico da função quadrática definida por: f(x) = x +2x-1 
Concavidade: a = —1 < 0; a concavidade está “voltada para baixo”, 


Eixo de simetria: é a reta vertical que passa por: (50) =(10). | 


Zeros: resolvendo x? + 2x — 1 = O, encontramos x = 1; a parábola 
“tangencia” o eixo Ox no ponto (1; 0). 


Vértice: 2-1 e 2-0 V(t0) 
2a 4a 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0; —1). 
y io) 
E 


— 
Esboçar o gráfico da função quadrática definida por: f(x) = x +2x+2 
Concavidade: a = 1 > 0; a concavidade está “voltada para cima”. 
Eixo de simetria: é a reta vertical que passa por (50) =(-1,0). 


Zeros: a equação x? + 2x + 2 = O possui A < 0; função não apresenta 
zeros e a parábola não encontra o eixo Ox. 


-b -A —-4) 
Vértice: —=-1e—="=1>5V(-11 
2a = 4a 4 Rê gi 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0; 2). 


(9) 
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Conjunto-Imagem b) Seja a função quadrática definida por: f(x) = x? - 1. A concavidade da 


4 A q E sites SEA 
Seja f a função quadrática definida por: parábola está “voltada para baixo” e ri A, 


fb)=aê+bx+caz0 
Para determinarmos I(f) há duas situações que devem ser consideradas: 


Então: 
M)=(yeRlys-1)= 0,1] 


1) a> 0: a concavidade da parábola está “voltada para cima”; a projeção do 


Um Resumo Gráfico 
gráfico sobre o eixo Oy nos dá: 


Para a função quadrática definida por: 
fg)=ax2+bx+c,az0 
podemos obter as situações seguintes para o gráfico e seu conjunto-imagem: 


Note que a posição do eixo Ox é irrelevante. 


2) a< 0: a concavidade da parábola está “voltada para baixo”, a projeção do 
gráfico sobre o eixo Oy nos dá: 


Exemplos 


a) Seja a função quadrática definida por f(x) = 2x2 — 3x + 1. A concavidade 
da parábola está “voltada para cima” e = - =. 


K9)= r eR|y e-ab-[-qa 


Então: 
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Exercícios Resolvidos 


6.80) Seja a função quadrática, f, definida por. 
10) =>€+mx+1 
Determine m para que f apresente um valor máximo igual a 5. 


Solução 
Como a = -1 < 0, efetivamente f admite um valor máximo, ym: 


4a —4 
E, então, m=40um=-4 


6.81) Uma função quadrática é definida por: 
fo)j=mé+2x+1,mz0 


Determine m para que ela admita um mínimo em x = —. 
Qual é esse valor minimo? 


Solução 


Para que a função admita um valor mínimo deve-se term > O 
(a concavidade da parábola deve estar “voltada para cima"). 
Esse valor mínimo dá-se em: x = Ela =s -. 

2a 2m 


Daí, -2m=-2 eentãom=1 (aceitável, pois m > 0). 


6.82) A soma de dois números reais positivos é 12. Qual é o maior valor que O 
produto desses dois números pode assumir? 


Solução 
Sejam x e 12 -x os números; se y é o produto deles: 
E y=x (12 =x) 
=—x + 12x 


A sentença acima define uma função quadrática na qual a = —1<0; então, 
ela apresenta um máximo: 


-A —144 
SO Ro ES TE 36 
O máximo valor do produto y é yw = 36; ele se dá em: 
x= bs 6. 
2a 


6.83) Seja o intervalo A = [-1; 3] e a função de Aem R definida por: 
foj=x-4 
Determine I(f) 


Solução 


A sentença f(x) = x? — 4 é a equação da parábola da figura abaixo; apenas 
um sn dessa parábola é o gráfico da função dada: aquele para O qual 
xe[-1;3]. 

Observe que f(-1) =-3 e f(3) = 5. 


A projeção do gráfico da função sobre o eixo Oy nos dá I(f) = [-4; 5] 


6.84) O gráfico da função quadrática definida pela fórmula: 
fy)=ad+bx+e 
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6.85) 


6.86) 


é a parábola da figura acima. Determine os sinais dea,b,ce a = bº=4a0: 


Solução 
A parábola tem a concavidade “voltada para cima”; então a > 0. 
O vértice da parábola é um ponto de IV quadrante, sua abscissa é positiva: 


=>0-E0,.p>05b<0 
a 


O ponto (0; c) de encontro da parábola com o eixo Oy está “abaixo” da 
origem; então c < 0. 
A parábola encontra o eixo Ox em dois pontos, isto é, a função possui dois 


zeros: A=b?-4ac>0. 


A parábola de equação y = ax? + bx + c passa pelo ponto (1; 6) e o seu 
vértice é o ponto (-1; 2). Determine a, be c. 


Solução 


O ponto (1; 6) pertence à parábola; então, sua equação fica satisfeita se 
fizermos a substituição x= 1e y =6. 


a+b+c=6(l) 
E cm “a 

vet) D=4e =(b'-420) » o daí: 
2a 4a 


b=2a (ll) 
=p? + 4ac = 8a (IIl) 
Substituindo (Il) em (1), obtém-se: 
3a+c=6 
edal:c=6-3a (IV) 
Substituindo (Il) e (IV) em (Ill), obtemos: 
-42? + 4a(6-3a)=8a 
—162?+ 162 =0 
a=0 (rejeitada pois a 40) 


e dai: —16a (a-n=0] 
a=1 


Para a = 1, obtém-se em (le (IV): b=2ec=3. 


Desenhe o gráfico da função f definida por: 
tb) = pê- 4x + 3] 


Solução 


Inicialmente desenhamos a parábola de equação: y = x -4x+3eem 
seguida, para obtermos o gráfico de f, fazemos a “parte” que está “abaixo” 
do eixo Ox sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox: 


6.87) Desenhe o gráfico da função f definida por: 


*y=xe-gx+3 


fo) = (Ix— 1): (x + 2) 


Solução 
A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex>0: |x=xefy)=(K-1)(x+2)=%2+x-2 | 
Sex<0: |x=-xef(y=(-x-1)(x+2)=-2-3x-2 
Então, 

2 
fo)= x bg sex>0 

=xº-3x-2, se x<0 


Para obtermos o gráfico de f, desenhamos as parábolas de equações 
y=%$+x-2ey=-x?-3x- 2; da primeira tomamos o “arco” constituído 
pelos pontos para os quais x > 0, e da segunda, o “arco” constituído pelos 
pontos para os quais x < O: 


À e tig)=xex-2 
parax 20 
Hf) = IR 


Desenhe o gráfico da função f definida por: 
ut =4 

f0)=>— 

ea] 


Solução 


Observe que o domínio da função fé D(f) = R — (1,1) 


A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex-1>0,istoé, x<-10ux>1,x-1l=x-1e 
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XxX (634121) 
fi)j=5—=E TA 
bo) $=1 x2-1 
Sex -1<0,istoé, A<x<1,pê-1l=-2-1)e 
X-10 (2+002-1) 


[0 —D>——— =+ 2 ==: 2. 
2621) 621) (x +1)=—xº —1 


=3241 


fo) =x2+1 
parax<-1oux> 1 


H)=]-2:-1]U]2;+c0[ 


Exercícios Propostos 


6.89) Para cada uma das funções definidas abaixo, determine os valores 


extremos: 
a) fix)=3xX2-12x+8 d) fix) =202+1 
b) f(x)=2x2+8x-3 e) f(x) = 


o) f(x) =2%2+ 20x +17 


6.90) Seja a função quadrática definida por: 
f)=x2+2x+m 
Determine m para que a função admita um valor mínimo igual a 3. 


6.91) Seja a função quadrática definida por: 
fo)=mê+2x+1,mz0 
Determine m para que a função admita um valor máximo em x = 1. 


6.92) Seja a função f, quadrática, definida pela sentença: 
fo) =(m-12+(mi-1)x+2 
Determine m para que f admita um valor máximo igual a f(-2). 


6.93) A parábola de equação y = ax? + bx + c passa pelos pontos (2; 3) e (=1; 6). 
O seu vértice tem abscissa x = 1, Determine a, be c. 


6.94) O gráfico de y = x? + bx + c tem um “mínimo” no ponto (1; 2). Determine b e 
Cc. 


6.95) Ache a interseção das parábolas de equações: 
y=$+x-2 
y=>0+3x+2 


6.96) A soma de dois números reais positivos é A. Qual é o maior valor que o 
produto desses dois números pode assumir? 


6.97) A soma de dois números reais é B. Determine-os sabendo-se que a soma 
de seus cubos é mínima. 


6.98) De todos os retângulos de mesmo perímetro, o quadrado é aquele que 
possui maior área. Demonstre! 


6.99) Uma fábrica de televisores determina que se devem produzir x unidades em 
uma semana. O custo dessa produção (em reais) é dado por: 


C(x) = 6x + 1100x + 1000 
O dinheiro recebido na venda das x unidades (em reais) é dado por: 
M(x) = 3x? + 1700x 
Quantos televisores devem ser fabricados, em uma semana, para que o 
lucro seja máximo? 


6.100) Seja a equação do 2º grau: 
X-mx+m-2=0 
Determine m para que a soma dos quadrados de suas raízes seja mínima. 


6.101) Esboçar os gráficos das funções quadráticas definidas por: 
a) f(x) =—x0—1 
b) f)=2%2-3x+1 
o) fx)=-2+6x-9 
d) fo)=30+x+1 


6.102) Desenhe o gráfico da função definida por: 

fy=*-|x-2 

6.103) Desenhe o gráfico da função definida por: 
f)=2-|x-2]+3 


6.104) Desenhe o gráfico da função definida por: 
f(x) = [42 = 1]- 3x 


6.105) Desenhe o gráfico da função definida por: 


fo) =pê-1]+x 
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6.106) 


6.107) 


6.108) 


6.109) 


6.110) 


6.111) 


6.112) 
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Deduza o número de soluções da equação |x? — 1)+x+k=0, segundo os 
valores de k. 
Desenhe o gráfico da função: 

fo)=x+xy(x-12 


Desenhe o gráfico da função: 
tg = quê -pê- 


O gráfico da função quadrática definida por: 
fl)=ax-bx+c 


é a parábola da figura ao lado. Dar os sinais de: a, b, c,b?- 4ac, a -b+c, 
a+b+ca-2b+4c, 


Seja A = [-1; 1] e considere a função de A em R definida por 


f(x) = x + 4, Esboce o gráfico da função e determine o seu conjunto- 
imagem. 


Dê o conjunto-imagem de cada uma das funções definidas abaixo: 


a) ty= Dêsx-2 d) fg) =12+x 
b) fo)=>2+2x—1 e) fxy)=2x+8 
o) f)=-3 +x+2 9 fo)j=>" 


Seja a função quadrática definida por: 
f)=- +x+4m 
Determine m para que K(f)=(y e R|y<2). 


Ao lado estão os gráficos das funções definidas pelas sentenças abertas: 
(1) y=ax+2bx+c 


(2) y=0X2+2mx+m 


Dar os sinais de: 


a) a 
b) é 
o) b2- ac 
d) m?-(n 


e) (b? - 2mab + na? | 


6.113) Determine m para que o domínio da tunção definida por: 
fx) = (2 + mx + 1)2 


seja R. 


6.7 - POSIÇÃO DE UM NÚMERO EM RELAÇÃO ÀS RAÍZES DE UMA EQUAÇÃO 
DO 2º GRAU 
Seja a função quadrática f, definida por: 
f)=axX+bx+c,a 0, 
e consideremos a equação do 2º grau ax? + bx + c=0, associada à função f. 


Sejam x e xo, X, < x2, as raízes dessa equação; note que x, e x são os 
zeros de f. 


Problema 
Dado um número real a. queremos verificar se: 
1)a<x<xp isto é, se q está “à esquerda” de xy: 
[53 %a X q X7X 
DS ppp 


ou2)x,<a<xa, isto é, se a está “entre” as raízes: 
Ry o Xs 
DS 


225 


ou3)x< x2<a, isto é, se a está “à direita” de xp: 


x Xp a R$Ão 
E DR O cod O E cat 


Sea< = a está “à esquerda” de x 


a X% 2a X 


A solução do problema baseia-se nos dois teoremas que seguem: papas pda pa 


Teorema Sea> = o está “à direita” de x> 
a 


Sea-f(a)>0, então f admite dois zeros distintos, w <x;, ex, <a < xa. 
X “2a X q 
a pen e pu pra 


Demonstração 


Se fosse A < O teríamos f(a) = O ou f(a) com mesmo sinal de a, isto é, 
af(a.) < 0, o que contraria a hipótese af(a,) < 0; então A > O e f admite dois zeros xy 
e xo, distintos. Admitamos xy < xa. 

Se a estivesse “à esquerda” de x; ou “à direita” de xo, f(a) teria o mesmo 
sinal de a, isto é, af(a) > 0; e também, se a fosse um zero de f teríamos af(a) = O 
Ora, as situações acima contrariam a hipótese feita e devem ser rejeitadas. Então, 
por exclusão, temos: 


Observe também que se 4 = 0 e af(a) > O, para sabermos se a está “à 
esquerda” de x, = xp ou “à direita” de x = xy, compara-se a. diretamente com 
=b 
M=Ex=—. 
1 2 2a 
Veja as ilustrações: 
XM<as<xa 
Veja as ilustrações: 


NT IA EO 
10 X> 


a>0 a<0 
cdi pera fla)> ” fato) < 
Teorema 


Se af(a) > 0e A >0, então f admite os zeros x, e x, X <Xy wu <xy <xXo OU 
XSX <a 


Demonstração 


Supondo A > 0, não podemos ter x, < a < xa, pois viria af(o) < 0, o que 
contradiz a hipótese af(o.) > 0. 

Supondo A = 0, não podemos ter « = xy = xo, pois viria af(o) = 0, o que 
contradiz a hipótese af(a.) > 0. 

Então, por exclusão, temos o < x, <Xz OU Xy <Xp <a. 

Observe que se 4 > 0 e af(a.) > 0, a está “à esquerda” de xy ou “à direita” de 
xo. Para decidirmos qual das duas situações se verifica, devemos comparar a com 


Resumo 
um número que esteja entre os zeros de f. Geralmente, o número utilizado é E 
2a Seja a função quadrática f, definida por: 


(abscissa do vértice da parábola, ou ainda, a semi-soma dos zeros de f): fy=ad+bx+c,az0 
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Seja « um número real que deve ser comparado aos zeros de f ou às raízes 
da equação do 2º grau aê +bx+c=0; sejam x« € X2, X1 < x essas raízes. Então: 


4 


Exemplos 


a) Comparar o número a = 1 com as raízes da equação: 
X-3x+1=0 
Tem-sea=1 ef(a)=f(1)=-—1 e daí af(a) < 0; então, a equação possui 
duas raízes distintas e a = 1 está “entre” essas raízes; também se diz 
que “a = 1 é interno ao intervalo das raizes": 


x 1% 
—-—— ita ja 
b) Comparar o número a = 4 com os zeros da função quadrática definida 
por: 
f(x) 2X) -7x+1 
Tem-sea=2ef(a)=f(4)=5e daí af(u) > 0; A = 41; então a função 
admite dois zeros distintos e “a = 4 é externo ao intervalo dos zeros”, 


como 2 = É <u=4, u=4 está “à direita do intervalo”: 


c) Comparar o número « = —1 com as raízes da equação: 
3X -7x-1=0, 
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Tem-sea=3ef(a)=f(-1)=9e daí af(a)>0;A4=61> 0; então a 
equação admite duas raízes distintas e “a. = —1 é externo ao intervalo 


das raízes”; como : E õ >0=-1 q =-—1está "à esquerda do intervalo”: 
a 


— X 8% 
DO a O 


Exercícios Resolvidos 


6.114) Determine o parâmetro m para que a equação: 
(m- 1)? -(3m+2)x+m+3=0 
admita duas raízes xy e xp, tais que x, < 2 <xo. 


Solução 


A condição (única) é: af(a) < O. 
Temos: 
a=2m-1 
flo) = f(2)=(2m— 192 -(3m +22 +m+3=3m-5 
Então: 
(2m-1)(3m-5)<0 


edaíia resposta. <m< e 
2 3. 
6.115) Seja a função f definida por: 
f(x) = (2m + 1) = 4x—2m + 4 
Determine o número real m para que f admita os zeros xy e x» tais que 
X<x<1. 
Solução 


As condições que se devem impor são traduzidas pelo sistema de 
inequações simultâneas: 


Az0 (1) 

af(a.)> 0 (11) 

—b 

—<1 m 

E (1) 
m(2m-3)>0 (1) 

O sistema acima escreve-se: 42m+1>0 (11) 

FE2 à qu 
2m+1 


Então, a resposta é 5 <m<o. 
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6.116) Mostre, sem formar o discriminante, que a equação: 
(x— p) (x-9-P=0, rzO 


admite duas raízes distintas. 
Compare os números p e q com as raízes da equação. 


6.124) Sejam a função quadrática f definida por: 
fo)=ad+bx+caz0 
e os números reais o e f tais que a < p. 


Verifique que se f(a) : f(B) < O, então f admite dois zeros distintos e um e 
somente um dos números « e f pertence ao intervalo das raizes. 


Solução 
ássM A>0:a equação admite duas raíze! 


af(p)< 0 e daí distintas 
fp)=-"<0 p está "entre" as raízes da equaçã 


flg)=-"<0 — af(q)<0 e, então, q está “entre” as raízes da equação. 


6.125) Considere a função quadrática definida por: 
f(x) = (3a — 2)x + 2ax + 3a. 
Determine a para que a equação f(x) = O admita uma raiz e uma só “entre” 
-1e0. 
(Sugestão: exercício anterior.) 


Exercícios Propostos 6.8 - OUTRAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


6.117) Comparar o número a com as raízes das equações seguintes: 1. Função Definida pela Sentença Aberta f(x) = xº 
a) xX-7x-4=0 e a=1 
b) 22-3x-25=0 e a=-3 
c) X-6x+4=0 e u=6 
d) 32-26x+54=0 e u=3 


Consideremos a função f, de R em E, que associa a cada número real x o 
número x*: 


6.118) Determine o número real m para que o número 2 esteja “entre” as raízes 

da equação mx - 2m + 1)x+m=0,mz0. 

A função f é crescente em R, pois para todo real x, e todo real xp, tem-se: 
6.119) Seja a equação: 

xXº-6mx+(2-2m + 9m?)=0 M<% xi <xê 


Determine m para que suas raízes xy e xp satisfaçam à condição: 3 < x; <xa. O gráfico de f é mostrado na figura: 


6.120) Seja a equação: 
x-mx+2=0 
Determine m para que suas raízes x, e x> satisfaçam à condição: 
O<x<sx<3 


6.121) Determine o parâmetro a para que as raízes da equação: 
X+x+a=0 
Sejam maiores do que a. 


6.122) Compare os números —1, 1,2 e 3 com as raízes da equação: 
(x-1x-3)-m(x+1)(x-2)=0,m *1 


6.123) Considere a função quadrática definida por: 
fo) =(x—p)(x-a) + (x—a) (x—1) + (x— 1) (x—p) 
comp<q<r. 
Deduza, sem formar o discriminante, que a equação f(x) = O admite duas 
raízes distintas. Compare os números p, q e r com as raízes da equação, 
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A projeção do gráfico de f sobre o eixo Oy nos dá: If) = R. 
3, Função Maior Inteiro | 


2. Função Definida pela Sentença Aberta f(x) = 4 É a função f, de R em R, que associa a cada número real x o número [x] que 
x 


6 o maior inteiro que não supera x: 
Consideremos a função d, de R* em R, que associa a cada número real x, 


a 1 
x*0,0 número —: 
x 


A figura abaixo ilustra qual é a correspondência definida pela função f. 


Sá -2-1,6-1+08 O 071 224 3 JR 
A função é decrescente em R.*, e também é decrescente em R,*. 
O gráfico de f é uma hipérbole equilátera (ver o curso de Geometria Analítica 
desta coleção): IR 
-3 -2 — 0 1 2 3 
y Note por exemplo que: 
f(2,4)=[2,4]=2 
-4 |-3 0, 7)=[0,7]=0 
E f2)=[2=2 
a f(-0, 8) = [-0, 8]=—1 
ap fá f-1,9)=[,6]=-2 
2 
— O gráfico da função f é o conjunto de segmentos como mostra a figura: 
1 
a 
2 
4 
3 
ps 
4 


-3<x<-2: f(x) =-3 
-2<x<—:f(x)=-2 
—1<x<0:f(x)=—1 
O<x<1:f(x)=0 
1<x<2:f(0)=1 
2<x<3:f(xM)=2 
3<x<4:f(x)=3 


A projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá: I(f) = R*, 


Observe que I(f) = Z. 
232 


233 


ExerciclosiResolvidos 6.128) Seja a função f, de R em R, definida por: 


fb)=x-[x] 


Tal função denomina-se função mantissa. 
Desenhe o gráfico de f e deduza o seu conjunto-imagem. 


6.126) Desenhe o gráfico da função f definida por f(x) = |x*). 


Solução 


Para obtermos O gráfico da função f, desenhamos o gráfico da função 
definida por y = xº e aquela parte que se situa “abaixo” do eixo Ox sofre 
uma reflexão em torno desse eixo: 


Solução 


O<x<1:[x]=0ef(xy)=x 
isx<2:[xN=1ef(xg)=x—1 
2<x<3: ]=2ef(x)= 


-Isx<0 [xN=-1ef(xy=x+1 
-2<x<-: [xN=-2ef(xy)=x+2 
-3<x<-2:[xN=-Sef(xy=x+3 


sobre reflexão 


y= x E É : 
ai A projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá: I(f) = [0; 1[ 
N 
6.127) Seja a função f definida pela sentença aberta: Re XY na N, pi 2 , 
1 LA DA AA A E 
f)=— 4 “% a” “ “% 
(9-5 Ha Es É AM 


a) Determine D(f). 
b) Desenhe o gráfico de f e deduza I(f). 


Solução 


a) Devemosterx- 10, istoé, D()=R-—(1). 
b) Para se obter o gráfico de f, desenhamos o gráfico da função g 


Exercícios Propostos 
definida por g(x) med; e, como f(x) = g(x — 1), “deslocamos” o gráfico a p 
A 6.129) Seja a função f definida por: 


f(x) = ax, a=0 
Determine a para que f seja: 
a) crescenteem R 


de g para a direita de 1 unidade: 


b) decrescente em E 


6.130) Desenhe o gráfico da função f definida por: 
fog=1(x+2)"]+1 


Determine I(f). 

KO =IR* 

6.131) Desenhe o gráfico da função definida por: 
10) =>: [x 


| 
i 
i 
i 
; 
: 
Í 
E 
. 


6.132) Seja a função f, de R* em R, definida pela sentença aberta: 
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6.133) 


6.134) 


6.135) 


6.138) 
6.137) 
6.138) 
6.139) 


6.140) 


6.141) 
6.142) 
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ai 


f(x) a 


a) Demonstre que f é decrescente em R' 


b) Demonstre que f é decrescente em R$ 
c) Determine os pontos fixos de f 


Com auxílio de uma tabela, esboce o gráfico da função definida por: 
foy= E 
Desenhe o gráfico da função definida por: 
fog = 


Nos exercícios de 6.135 a 6.139 desenhe os gráficos das funções 
definidas pelas sentenças abertas: 


cod 


169) = IX] 

fog = [xf? 

fo) =x+ [x] 

fg) = (1) x 

Resolva as equações: 

a) [x=3 

b) 4[x?-36[]+45=0 
Resolva a equação: |x| = [x] 


Determine os pontos fixos da função maior inteiro. 


Exercícios Suplementares 


1.1) 


H1.2) 


H1.3) 


111.4) 


111.5) 


H1.6) 


11,7) 


111.8) 


SejaS=(x|xeZAn1<x<n,ne Z,*). Forma-se S?. Qual é a soma dos 
produtos obtidos multiplicando-se as coordenadas de cada par de Ss? 


Seja R uma relação de equivalência definida sobre A. Seja a um elemento 
qualquer de A. O subconjunto de A: 


Ca=(x|xe AnxRa) 
chama-se classe de equivalência de a com relação à equivalência R. 
Seja a relação R, sobre Z, definida por: 
m=((xy)e Z2|x-y é divisível por 3). 


Verifique que % é uma relação de equivalência. 
Qual é a classe de equivalência de zero com relação à equivalência R? 


Seja % uma relação de N em N definida por: 
n=((xy)eN|x+3y=12) 

a) Determine R por enumeração dos pares ordenados que a constituem. 

b) Dê D(R) e (NR) 

c) Determine x! 


Determine o domínio de cada uma das funções definidas por: 


a) f)= lx + 1x +2) 

vIxI-x 
Nv4-x 

1 


b) f)= 
Ix- 


Desenhe o gráfico da função real de variável real definida por: 
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f(x)=x 4] 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
fo)=x2-|2x— 1] 


Seja a função quadrática definida por: 
f(x)= [2x *SJtx-ara 


Sabe-se que f(x) > 0, sex>5 equef(x)<0, sexo<x< > 
Determine a e xo. 


As raízes da equação: 
e(m+3x-3m-1)x+4m=0 
são x, e x». Determinem para que x, < 3 < xp. 
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111.9) Considere a função quadrática definida por: 
fx) = m(x— 1x — 2) + 2x-3,mz0 
Determine f(1) e f(2). Concluir que a equação f(x) = O admite raízes distintas 
qualquer que seja o parâmetro m. Compare os números 1 e 2 com as raizes 
da equação f(x) = O. 
111.10) Desenhe o gráfico da função definida por: 
Ix=1] 


its E 
=x 


111.11) Dá-se o quadrado ABCD de lado Q (veja a figura). Dos vértices traçam-se 
os segmentos iguais AM,BN,CP e DQ eos pontos M, N, Pe Q unem-se 


formando um quadrado. Determinar med( AM) para que seja mínima a área 
do quadrado MNPQ. E é 


A M B 
111.12) Condição para que o domínio da função definida por: 
1 
f(x) = [px? + 2,(a+2)-p-x +22 


seja R. 


I1.13) Considere a função definida por: 
ft) =x [x 
Desenhe o seu gráfico para -1 <x<2 


111.14) Seja a função f definida por: 
f(x) = 


x(x+1) 
Calcule f(1) + f(2) + ... + f(100) 
11.15) Desenhe o gráfico da função f definida por: 
|x+1]=|x=1] 
fig SEA 
(x) % 


Determine I(f). 
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Capítulo 7 — Equações e inequações irracionais 


Capítulo 


Equações e inequações irracionais 


7.1 - EQUAÇÕES IRRACIONAIS 
Equações irracionais são aquelas que apresentam variável sob radical. 
i Exemplos 
a) A equação Vx-3=2x é irracional. 
b) A equação %/2x+1+1=x é irracional. 
c) A equação (x— 2)!? — 2x + 1 = O é irracional, pois (x— 2)? = Vx—2 


Antes de passar à resolução das equações irracionais, devemos lembrar 
alguns fatos importantes: 


1º) Quando escrevemos 2/9 estamos nos referindo ao número 3, isto é, 
39 =3 e não podemos escrever 3/9 =-3. De modo geral é o que 
ocorre com radicais de índice par. 


Exemplos 
a) 6-2 
b) É falso que 416 =-2 


Quando trabalhamos com radicais de Índice ímpar, esse problema não 
aparece. 


Exemplos 


a) 3-8=-2 
b) Y8=2 


2º) No conjunto dos números reais, não existe raiz de índice par de número 
negativo. 


Exemplos 


» 


) No conjunto dos números reais não existe v—4 
) No conjunto dos números reais não existe 4/-81 
) 


481=3 


O 


d) 


0 
e) 0 


88 
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3º) Quando a raiz é de índice ímpar, o radicando pode ser positivo, negativo 
ou nulo; em qualquer caso a raiz existirá e será um número real. 


Exemplos 
a) -8=-2 
b) 9243 =-3 
c) 3125=5 
d) Y0=0 


Vamos então ressaltar que: 


7.2 - RESOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO IRRACIONAL 


De modo geral, o processo usado para resolver equações irracionais é 
elevar os dois membros da equação a uma potência conveniente (várias vezes, se 
necessário), até eliminar os radicais. Porém, quando elevamos os dois membros 
da equação a um expoente par, a nova equação não é obrigatoriamente 
equivalente à equação original e portanto a nova equação pode apresentar raízes 
que não verificam a equação original. Este fato será melhor entendido através dos 


exemplos a seguir: 


Exemplo 

Sabemos que a = b => à? = b? porém a implicação a? = b? => a = b não é 

verdadeira para quaisquer a e b. Assim a equivalência 
a=boa=b? 

não é válida para a e b quaisquer. ; , 

Conforme vimos na propriedade P; do capítulo 4, a equivalência a = bo 

a? = b? é válida quando a e b pertencem a Ru. 


Exemplo 


Consideremos a equação 2x +5 = x+1. 
Vamos elevar os dois membros ao quadrado: 
2x+5=(x+17 

2x+5=x+2x+1 

X2-4=0 

x=+2 

Porém, antes de aceitarmos estas raízes, vamos fazer a verificação na 


equação original: 
V2x+5 =2(2)+5=3 


x+1=2+1=3 


Parax=2 
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Portanto, para x = 2 a sentença aberta 2x +5 = x+1 torna-se verdadeira. 


paras co V2x+5 = 2(-2)+5 =1 
x+1=-2+1=-1 
Portanto, x = —1 não satisfaz a equação 2x +5 =x+1. 


Assim o conjunto-solução da equação proposta é S = (2). 

Não é necessário fazer a verificação quando elevarmos os dois membros da 
equação apenas a expoentes ímpares, pois, de acordo com a propriedade Ps do 
capítulo 4, temos que para n natural e ímpar: 

a=boa'=b' vaeR, VbeR. 


Exemplo 


Consideremos a equação Yx2 +11x+1=x+1 
Vamos elevar os dois membros ao cubo: 


Xe 1ix+t=(x+ 1 (1) 
(a+b) =a*+3ab+3ab? +b? 
(a-b? =aº -3a%bp+3ab? -b?, 
(+= +30 (1) + x (14 =x ral + 3x + 
E, assim, a equação (|) transforma-se em: 

XR+tix-1=0+30+3x+1 
xX+2x2-8x=0 


Lembrando que | temos: 


Porém: 

+27 -Bx=00x(X+2x-8)=0 65 
ex=00uX+2x-8=00x=00ux=20ux=-4 

Podemos então, em resumo, escrever: 

Dl mMst=x1 SH Ix+Ht=(x+1P xt +2X2-8x=06 
e x=00ux=20ux=-4 


Neste caso, como elevamos os dois membros a expoente ímpar, podemos 
“confiar” nas raízes 0, 2 e — 4 e dizer que o conjunto-solução é: 


S=(0;2;-4) 
Em alguns casos de equações envolvendo radicais de índice par, podemos 


resolver a equação sem fazer a verificação. Esses casos serão analisados a 
seguir. 


7.3 - EQUAÇÕES DO TIPO &/a =b 


Consideremos uma equação irracional do tipo Wa=b,ondeke N'eé par. 


Para que a equação tenha solução, antes de tudo devemos tera>0e b>0. 

Supondo satisfeitas estas condições, podemos elevar os dois membros à 
potência k obtendo a = pf Porém, impor a = b$, automaticamente garante a > O 
(pois k é par). Assim, em resumo, podemos estabelecer: 
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Exemplo 
Consideremos novamente a equação vista no penúltimo exemplo: 
N2x+5 =x+1 


Temos então: 


N2x+5 =x+1602x+5=(x+12Ax+1>0 


Resolvendo a equação 2x + 5 = (x + 12 obtemos as raízes: x = -2ex"=2, 

No entanto, apenas a raíz x" = 2 satisfaz à condição x + 1 > O. Portanto, o conjunto- 
solução é: 

S=(2) 


7.4 - EQUAÇÕES DO TIPO &/a = Kb 


Consideremos uma equação do tipo &/a = onde k e Nº e é par. Para a 
equação ter solução, devemos ter a > 0 e b > 0. Supondo estas condições válidas 
devemos ter ainda a = b. Assim temos: 


keN* Képar 


ou então 


keN* Kképar 


Exemplo 


Consideremos a equação: 8x2 + 4x +43 = 8x+1. 
Temos: Yx2 +4x+3 =Yx +10 x2+4x+3=x+14x+120 


Resolvendo a equação x2+ 4x +3=x+ 1 obtemos as raízes x = -2 e 
x" = —1, Dessas duas raízes apenas x" = —1 satisfaz à condição x + 1 > 0. Portanto: 


S=(-1) 


Exercícios Resolvidos 


7.1) Resolva as equações: 


a) VxX2-16=0 b) (X2-3x-4).Jx2-9=0 
Solução 
a) VX2-16=00xX2-16=005x=+4 

V=(4,-4) 
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72) 


7.3) 


b) (x2-3x-4).NX2-9=065(X2-3x-4=0vx2-9=0)nx2-9>0 
A equação x? -3x-4=0 tem raízes -1e 4 
A equação x? -9 = 0 tem raízes 3 e —3 
Antes de aceitar estas raízes devemos ver se satisfazem a condição 
x? - 9 > 0. Fazendo a verificação observamos que a única que não 
satisfaz é —1. 


Assim: 
V=(4,3;-3) 


Resolva as equações: 


a) Y3x+4=4 
Solução 


a) YBx+4=4653x+44=4 3x=605x=20 
V=(20) 
b) 1º modo 
Vx+6+2x=90 X+8 =9-2x 
Elevando ao quadrado os dois membros desta última equação obtemos: 
x+6=(9-2x? 
25 


que resolvida nos dá as raízes 3 e a 


b) Vx+6+2x=9 


Façamos a verificação: 
x+6=9-2x 
x=3 
3+6 =9-2(3) (verdade) 
5 Vx+6=9-2x 


2 
a TE [25 25 
4 E aBi=0=2] 2 
Z +6=9 (22) (ato) 


Portanto, o, não convém e assim: V = (3) 


4 

2º modo 

Vx+6=9-2x e (x+6)=(9-2x)2n9-2x>0 

Resolvendo a equação x + 6 = (9 — 2x? obtemos as raízes 3 e 2. 

Destas, apenas o número 3 satisfaz à condição 9 — 2x > 0. Assim: 

V=(3) 
Resolva as equações: 
a) Vx+23 -Vx+16 =1 b) V2x+3+/3x+4 =/5x+9 
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Supondo estas condições válidas, e lembrando que: (a + b) (a - b) = a — b?, 


Solução 4 
vamos tomar para denominador comum o produto: 
a) Para que as raízes sejam reais, temos as seguintes condições: NE EDIR) =(x-)-(x-4)=3 
(1) deas 2 , Multiplicando todos os termos pelo denominador comum, temos: 
x+16> 


neo ; 6(Vx—=1-Vx—4)+4Vx—1+Vx—4)=3(3) 
Supondo estas condições válidas, antes de elevar ao quadrado é E: 
preferível deixar um radical de cada lado (quando possível): 6Vx-1-6Vx-4 + x T+ x—4 =9 


VX+23 -/x+16 = 165 /X+23 =1+X+16 7N/x-1-5/x-4=9 

Elevando ao quadrado os dois membros: 7Wx-1=9+5Vx-4 

(Vx+23? = (1+/x+10)2 Elevando ao quadrado: 
x+23=1+2/x+16 +x +16 49(x-1)=81+25(x—4)+2(9)(5Vx—4) 
X+H16=36x+16=3 6 x=-7 49x-49=81+25x-100+90/x-4 


O número —7 satisfaz às condições (l) e fazendo a verificação na RA S0= 80 Ae 
equação original, verificamos que —7 é raiz. 4x-5=15/x-4 


V=7) Elevando novamente ao quadrado: 
E 16xº— 40x + 25 = 225(x — 4) 
pn 16X- 40x + 25 = 225x — 900 
2x+3>0 16x- 265x + 925 = O 
(1) 13x+4>0 A = 265º — 4(16)(925) = 11025 
5x+9>0 (VA =105) 
1. 185 

Supondo válidas estas condições, temos: — 2654105 /x'= “6 
(V2X+3 + 3X TA)? = (VBx+0) 2º yr=5 
2x+3+2)2x+3 V3x+4+3x+4=5x+9 As duas raízes satisfazem às condições (1). 
(2x +3)3x+4) =1 Portanto: ve 5) 


(2x+3/3x +4)=1 


6x2+17x+11=0 


Esta última equação tem raízes: —1 e A Exercícios Propostos 


Destes dois números, apenas —1 satisfaz às condições (1) 7.5) Resolva as equações: 


Fazendo a substituição, observamos que —1 satisfaz à equação original: a) Vx2+x-20=0 o) 3x-12x+)x2-16=0 
Witt b) Yx2+7x=0 
7.4) Resolva a equação: É + ! =8 7.6) Resolva as equações: 
Vx-1+)x-4 0 x-1-/x-4 FRA [2x7 -«/x-4 
a) V7x+14=x+2 Cc) V2x-7-Vx-4 =1 
Solução b) dx +1=2x+1 d) V5x+21-2=Vx+13 
Antes de tudo, vamos impor: 
, / 2 1=3x 13 
() x-1>0 1.7) Resolva a equação: Ei + o 6 
x-4>0 
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Solução 


a) Para a existência da raiz devemos ter: X2— 5x + 4>0. Lembrando que 
para todo a e R., a > 0, temos: 


VX2-5x+4>00x2-5x+4>0 


E BR 1=3x 1 
(Sugestão: faça Ecs bi E = 


7.8) Resolva as equações: 
1 


1 
— > +— = = 1 
1+)8-x 1-46-x 


7.9) Resolva as equações: 


a) 4252+3x2+39 =4 bd) D2-1=x—1 


b) qx+1+4/2x+2 =2 


a) 


O trinômio apresenta raízes 1 e 4. 
Assim, temos V= (xe R|x<1oux>4) 


b) X2-5x44>200x2-5x4+4>200x<1oux24 
V=(xeR|x<1toux>4) 
c) A expressão VX2-5x+4 nunca poderá ser negativa. Assim, V = 2. 
d) Como a expressão Vx2-5x+4 não pode ser negativa, a sentença 
VxX2-5x+4 <0 só é verdadeira se x - 5x + 4=0. Assim: 
V=(1,4) 
e) Como neste caso o índice da raiz é Ímpar, temos: 


x -5x+4>06x2-5x+4>0 


V=(xeR|Ix<1oux>4) 


f Yx-5x+4>2005x2-5x+4>0 


V=(xeR|x<1oux>4) 
9) Wa -5x+4 <00X2-5x+4<0 o 1<x<4 
V=lxeR|1<x<4) 


h) )X2-5x+4<00x2-5x+4<0 0 1<x<4 
V=(xeR|1<x<4 


7.5 - INEQUAÇÕES IRRACIONAIS 


Inequações irracionais são inequações em que a variável aparece sob 
radical. De modo geral, para resolver uma inequação irracional, a idéia é elevar os 
dois membros a uma potência conveniente para “eliminar” os radicais. No entanto, 
neste momento, devemos nos lembrar das propriedades P4 e P+2 vistas no item 
4.6 do capítulo 4: 


Pw: Paran e Ne ímpar, a >b «> a” > b” quaisquer que sejam os reais a e 
b. 

PaParane Nºepara>be a” > b” quaisquer que sejam a e b 
pertencentes a R.. 


Em outras palavras, quando elevamos os dois membros de uma 
desigualdade do tipo a > b a um expoente ímpar, a nova desigualdade é 
equivalente à original; no entanto, se elevarmos a expoente par (não-nulo), a 
desigualdade só é válida se a e b pertencerem a R+. 

Assim, quando o radical for de índice ímpar, podemos elevar os dois 
membros ao expoente ímpar em questão e com certeza a nova desigualdade será 
equivalente à anterior. A dificuldade aparece, portanto, nas inequações envolvendo 
radicais de índice par. São estes casos que necessitarão uma análise mais 
detalhada. Porém, antes de analisá-los, veremos alguns casos que não exigem 
nenhum método especial. 


7.11) Resolva as inequações: 


a) dx? >3 
bd) Jx2-6x+9<2 


Exercícios Resolvidos 


Solução 
7.10) Resolva as inequações: a) Lembrando que, para todo a e R, Va? = |al, temos: V(x-1? = |x-1] 
a) Vx2-5x+4>0 e) Yx2-5x+4>0 Assim: 


dx? >36]x-1b36x-1>30Ux-1<3 x>40Ux<-2 
V=(xeR|x>40ux<-2) 


b) dx2-5x+4>0 9) xX-5x+4>0 
co) Vx2-5x+4<0 9) Nx -5x+4 <0 
d) Vx2-5x+4<0 h 3h2-5x+4<0 b) x -6x+9=(x-3) 


Portanto/x2-6x+9 = .(x-3) =|x-3] Então: 
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NX -6x+9<26]x-3|<26-2<x-3<261<x<5 
V=ftxeR|1<x<5) 


x2+3x-4 


Nx? -3x—10 


7.12) Resolva a inequação: 20 
Solução 
A expressão «x? -3x—10 resulta um número real desde que X-3x-10>0. 


Por outro lado, satisfeita esta condição, teremos x? -3x-10 > 0, 
Mas como o radical aparece no denominador, devemos 


Vx2-3x-10 >0. 
Temos então: 
x2+3x-4 


Vx2-3x-10 


[Seja S, o conjunto - solução de x? +3x—4>0. 


ter 


200x2+3x-42>206 x24+3x-10>0. 


X+3x-4=005x=40Ux=-1 
Sj=(xeR|x<-10ux24) 


1 4 
+ pa + 
[Seja S, o conjunto - solução de x? -3x -10 > 0. 


X-3x-10=005x=50ux=-2 
S;=(XeR|x<-20ux>5) 
8, 


AR. Epp MPR 7.14) 
+ — + 
=ê = 4 5 
Sj 
S> 
S=S,h8, 


O conjunto-solução da inequação proposta é S=S,n S> 
S=(xeR|x<-20ux>5) 


7.13) Resolva a inequação: x? +/x—3 <3x+10+/x—3 
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Solução 


Para que a expressão vx-3 exista (dentro dos reais) devemos impor 


x— 3 >0; desde que exista, a inequação proposta será equivalente a 
X2<3x+10: 


x2+/x-3<3x+10+4x-3 5 x2<3x+104x-3>0 


Seja S, o conjunto - solução de x? < 3x +10 
xX2<3x+100x2-3x-10<0 
x2-3x-10=00x=-20Ux=5 
[Sj=(xeR|-2<x<5) 


[Seja S, o conjunto - solução de x-3>0. 
x-3206x23 
[Sp =(XeR|x>3) 


S=SN 8 


Assim, o conjunto-solução da inequação será S = Sy n S; 
S=(xeR|3<xs5 


Resolva a inequação: x— 2 « Yx? — 2x. 


Solução 

Como neste caso o Índice do radical é ímpar, temos: 
x-2<Wy-zx eo (x-28 cx axe x 6x 12x B< xx 
> 6x2 414x-8<065-3X247x-4<0 


BP +Ix-4-065x=10ux=5 


A 
1 3 


+ + 
ps + a 


Como queremos -3x2 + 7x — 4 < 0, o conjunto-solução é: 
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s=[xerixctoux>5) 


Exercícios Propostos 


7.15) Resolva as inequações: 


a) Jx-4>0 
b) Jx-4>0 
o) Jx-4<0 
d) Vx-4<0 


7.16) Resolva as inequações: 


a) N(x-52 >6 


7.17) Resolva as inequações: 
a) V25-x2 4x? >5x-6+25-x? 
b) J36-x2 (x2-4x-21)<0' 
2 
xº-4x-21 e 
V36-x? 
7.18) Resolva as inequações: 
a) SYx-8>2 
b) Y7x-9<5 
0) 2x+1>Y8 +4x411 


0 


7.6 - INEQUAÇÕES DO TIPO /a <b 


Consideremos uma inequação do tipo Va <b. Para a existência da raiz 
devemos impor: a > O. Por outro lado sabemos que Va >0 (desde que a > 0) e 


portanto b deve ser positivo. Temos então: 


e) &x-4>0 
9 Sx-4>0 
9) Yx-4<0 
h) Yx-4<0 


b) V4x?-12x+9<8 


Temos também: 
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Exercícios Resolvidos 


7.19) Resolva as inequações: 
a) 2 +3x<2 à d2é=u=11<x=1 
b) V2x-x-11<x—1 


Solução 
a) Aquitemos 2 >0e portanto: 
2 2 
dx +3x<261* ga 
x2+3x>0 
Seja S, o conjunto - solução de x? + 3x < 2? 
x +3x<2 05 x2+3x-4<0 
x +3x-4=065x=-40ux=1 
S,=(xeR|-4<x<1) 


+ - + 
Seja S, o conjunto - solução de x? +3x >0 
x2+3x=06x=00ux=-3 
S,=(xeR|x<-30ux>0) 


PR. TE 
+ E + 
—A4 -3 0 1 
Sr 
S, 
S=8,NS 


O conjunto-solução da inequação proposta é S= Sn S> 
S=(xeR|-4<x<-30u0<x<1) 


253 


b) 
DE =xAI<(n-1P 
A 
V2x2-x-11<x-165/2x2-x-11>0 
A 
x-1>0 


Seja S, o conjunto - solução de 2x2 -x—M<(x-1? 
Resolvendo esta inequação obtemos: 
S,=(xeR|-4<x<3) 


Seja S, o conjunto - solução de 2x2-x-11>0. 
Resolvendo esta inequação, obtemos: 


Sa = [repre qu a 


[Seja S, o conjunto - solução de x-1>0 
x-1>06x>1 
|[Sy=(xeR|x>1) 


S=8,N8,NS; 


s= [ren cx ca) 


4 


2x2 -x-1M<(x-1(S,) 


A 
V2x2-x—-11<x-1612x2-x-11>0 (S,) 
A 
x-1>0 (85) 
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S,=(XeR|-4<x<3) 


Se = rea 88 qu xo 18) 


4 
Sa=(xeR|x>1) 


ses08+08, = [rer| 188 eres] 


4 


Exercícios Propostos 


7.20) Resolva as inequações: 


a) dX-7x<22 b) d8>Vx2-x 


7.21) Resolva as inequações: 


a) V2x2-2x-20<x-2 bj 2x-85/2=1 


7.7 - INEQUAÇÕES DO TIPO a > vb 


Aqui devemos tera >0,b>0ea>b. Assim: 


Do mesmo modo temos: 


Exercícios Resolvidos 


7.22) Resolva as inequações: 


a) 3x-1>Vx+10 b) V4x+1>,-x+5 
Solução 
3x-1>x+10 (S,) 
a) J3x-1>)x+10 A 
x+10>0 (S,) 
x t>xri0ox> s=[xerix>5] 
x+10>2005x>-10 S,=(xeR|x>-10) 
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O conjunto-solução S da inequação proposta é dado por: S = S,n S2 


Solução 
11 
s - [x eRIx 5) a) Desde que /x-3 seja real, teremos /x-3 >0 e portanto, desde que 
x-3 seja real, a sentença aberta vx-3 >-5 será verdadeira. 
4x+1>-x+5 (S,) Portanto: 
b) V4x-1>/-x+5 5) À VX-3>-56x-3200x2>3 V=txeR|x>3) 
-x+5>0 (S,) 
E j b) Jx-3>06x-3>06x>3 V=(xeR|x>3) 
dxti> x +50 x> s,= [+] o) dx-3>40x-3>4.0x>19 V=lxeR|x>19 
-x+5200x<5 S,=]-c0;5] 
4 
S=S,nS,= fés| 7.25) Resolva a inequação (2x -8x—17 >x-—2. 
Solução 
Exercício Proposto 2x? -8x-17 > (x-2) ex-22>0(8,) 
, N2x2-8x-17 >x-2640u 
7.23) Resolva as inequações: E SMTS O 2120 (S,) 
-8x— -=2< 
a) V3+8245x-1 0) vx2+3x>/8+10x a 
b) Vx-7>-x+3 d) Jx-8 <V4x-1 Seja V, o conjunto - verdade de 2x? -8x—17 >(x-27 


Fazendo os cálculos, obtemos: V,=(xeR|x<-30ux>7) 
Seja V, O conjunto - verdade de x-2>0. Temos: Vo =(xe R|x>2) 


7.8 - INEQUAÇÕES DO TIPO Va >b Seja V, o conjunto - verdade de 2x? -8x —17 > 0. Obtemos: 


Va= xeR|x< 2 ou xa dE 
2 2 
Sendo V, o conjunto - verdade de x-2<0 temos: V, = (xe R|x<2) 


Neste caso, em primeiro lugar, devemos ter a > O. Satisfeita esta condição, 
va > 0, Assim, se por exemplo b for negativo, a inequação estará automaticamente 
satisfeita. Se b > 0, teremos a > b?, Em resumo: 


Si=VinVW=(xeR|x>7) 


SM = [reis cs8! 


O conjunto-solução S é dado por: 


s-8,08,- [regpe452 u +>7) 


Exercícios Propostos 


Exercícios Resolvidos 7.26) Resolva as inequações: 


7.24) Resolva as inequações: a) VX2-4x>-3 
a) Vx-3>-5 b) vx-3>0 c) Jx-3>4 b) Vx2-4x>0 


o) Vx2-4x>2N3 
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7.27) Resolva as inequações: 


a) V2x2+9x-1>x+3 
b) V6x+19>x+2 


7.9 - EXPRESSÕES DO TIPO ja + vb 


Sendo a e b dois números racionais tais que b > O, consideremos a 


expressão: 
Va+b 


ondea + >0. 
Em certos casos pode-se fazer a transformação: 


Vash = +s 
onde re s são números racionais positivos. 
Analogamente, dada a expressão Va-, com a-«Íb >0, em certos casos 
pode-se fazer a transformação Ja-«b =«t -«/s comes racionais positivos. 
Antes de estudar o caso geral, vejamos alguns exemplos. 
Exemplos 


Consideremos a expressão y5+ 21 e suponhamos que existam dois 
números racionais positivos re s, tais que: 
5 +21 =r+Ns 
54 NDT = + ls 542 = (ASP 
e ssN2i=r+2fls+so5+2]=r+s+2y8 & 
e s+21=r+s+ 45 
Para que esta última igualdade seja válida, devemos ter: 


ea rrs=a 
ou 24 

=21 => 
4rs rs 4 


Lembrando das relações de Girard para uma equação do segundo grau (ver 
capítulo 3, item 3.11) concluímos que r e s devem ser raízes da seguinte equação: 


Esta última equação tem raízes: 5 e + 


Portanto, temos: 
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ou então r -5 es= E o que dá no mesmo. 
Assim: 
V5+21= E- É 
2 2 
Consideremos agora a possibilidade da transformação, no caso geral. 
JasB =P As 
Va+vb =r+ys o arvb=r+25 +8 o 


sarb=r+s+vás oa=r+segs-bo 


orts-aers=b 


Então, os valores de r e s devem ser as raízes da equação do segundo 
grau: 


xº-ax + =0 
O discriminante desta equação é: 
b 
A=82-4|-|=a?- 
a (5) a*-b 


e as raízes serão das por: 


atvVA atva?-b 
2" 2 


Portanto, para que as raízes da equação x? - ax É =0 sejam racionais, é 


X= 


necessário que a? -b seja racional. Suponhamos então que c=a?-b seja 
racional. Temos: 


ate 
x=—"— 
2 
Assim: r=2tC 6, =. 270 
2 2 
e portanto: 
Em resumo: 
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não for racional. 


Exercícios Resolvidos 


7.28) 


7.29) 


7.30) 
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De modo análogo, concluímos que: 


É importante então observar que a transformação não 


Transforme V6+/11 na soma «/r +«/s onde r e s são racionais. 
Solução 


Poderíamos fazer essa transformação como no primeiro exemplo deste 
item. No entanto vamos fazer uso da fórmula deduzida. 


Vas = e + a onde c= Va? -b 


a e c=va?-b=V30-11=5 


Como 5 é racional, a transformação é possível: 
6+5 |6-5 M1/71 
1 =,|— +, [=> =| += 
V6+11 2 + 2 Z + 2 


Determine os números racionais x e y tais que: 


8 +61 =x+4y 


temos: | 


Solução 
temos: als, e c=va?-b=64-61=V3 


Como«/3 não é racional, a transformação não é possível. 


Determine os números racionais x e y tais que: 


V7-210 =x 
Solução 


Temos 210 = /4(10) = 40 e assim: V7-210 =7-«/40 


=7 
a=/ a c=Va-b=-49-40=9=3 


t á 
emos NA 


7.31) Determine os números racionais x e y tais que: 


Y7 +52 =x+4/y 


Solução 


Neste caso temos radical de índice 3 e portanto não vale a fórmula. 
Supondo então y > 0, temos: 


45 =x o T+52=64P Ss 
6 7+5N2=x)+3x? ye? +? o 
TAZ = 432. /y +3xy + y yo 
x +3xy=7 
S7+5/2=(0 +43) (3 +y)y o d3x+y=5 
y=2 


Resolvendo este sistema obtemos y = 2e x = 1 


Assim: 
UT + 52 =1+42 


Exercícios Propostos 


7.32) Determine os números racionais x e y tais que as igualdades abaixo sejam 


verdadeiras. 
a 8-5 =x 


a) J94 17 =x +/y 
21 

b) 9+ BO =x + Jy e) Es=R-y 

fo d6-2=Vx-Yy 


o) NT+2N6 =x +y 


Efetue, se possível, a transformação: 


326+15/3 =a+ vb 


onde a e b são racionais. 


7.33) 
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Exercícios Suplementares 


IV.1) Resolva a equação: **2 x -4 


Vx—1 

Iv.2) Resolva a equação: Vi =x? =x-1 

Iv.3) Resolva e discuta a equação: Vx2-mx = x+m 
V.4) Resolva a inequação: V2x-3(x+1) <x—1 
V.5) Resolva a inequação: Vx+6 — x +1 > V2X-5 


Iv.6) Resolva a inequação: x+2 <Yxº + 8 


V.7) Discuta, segundo os valores de a e de b, o número de raízes da equação. 


x+Va2-x2=b;a>0eb>0 


E x+1 |x+3 
V.8) Resolva a inequação: LI". |X+> q 
) Resolva a inequaç E ese < 


V.9) Resolva a inequação: Vx - 94x +18 > 0 PARTE V 


V.10) Resolva a inequação: (1+x)/x? 41 > x2-1 Capítulo 8 - A álgebra das funções 
gaia fo Dl Capítulo 9 — Tipologia das funções 
1.11) Resolva a inequação: dg - = > E RS 


V.12) Considerem-se os números: 


x,=/4-10+2/5 
x, =4+/10+2/5 


Calcule x? +x2 e X1'Xp. Deduza o valor de xy + xo. 


IV.13) Verifique que /30-12,/6 = 32-23. 


|V.14) Sendo a e b números racionais positivos, não quadrados perfeitos, com 
a  b, mostre que os números s= Ja + vb e d= Va -«b são irracionais. 


Aplicação: Sendo A e B números racionais positivos, B não quadrado 
perfeito, que relação deve existir entre A e B para que se possa ter dois 
números racionais x e y tais que: 


VA+B=/x+y? 


Calcule então x e y. 


Simplifique: /31+12/3 
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Capítulo 


A álgebra das funções 
Es ' É 


8.1 - AS OPERAÇÕES DA ARITMÉTICA 


Sejam as funções fe g reais e de variável real. 
A tabela abaixo define quatro novas funções, obtidas a partir das funções fe g: 


Dt n D(g 
quociente com 
red g(x) 20 


dono | R | 
: ) pi E E 


Exemplos 

a) Sejam as funções f e g definidas por enumeração dos pares que as 

constituem: 
f=((1,-1),(2; 2),(3; 2) (6; 7) 
g=((1;2), (2; 0)(3; 4),(9; 12), (20; 3)) 

Observe que D() = (1:2:3:6)e D(g)=(1;2;3;9; 20) e que 
D(f) n D(g) = (1,2; 3). 
A função soma f + g tem domínio D(f) n D(g) = (1; 2; 3), contradomínio R 


e: 
(+) (D=K0)+9(1)=-1+2=1 
(f+9)(2)=f2)+9(2)= 2+0=2 
(Fr) ()=3)+a(3)= 2+4=6 

Então: 


f+g=((1;1), (2;2), (3,6) 
A função diferença f - g e a função produto f - g também têm domínio 
D(f) n D(g) = (1; 2; 3), tem contradomínio R e: 
f-g=((1;-3), (2; 2), (3; 2) 
f-g=((1;-2), (2; 0), (3; 8)) 
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Observe que, por exemplo: 
(f-g(2)=f(2)-g(2)=2-0=2 
(f.9(2)=f2)-g(2)=2-0=0 


A função quociente a tem domínio constituído pelos elementos x que 


pertencem ao conjunto D(f) n D(g) tais que g(x) = 0; como g(2) = O, tem- 


Co afasta) 


LF A PR PS IA PS RR 
Note que (jo-d-5 se(á)o 3) 4 


À 
2 
b) Sejam as funções f e g definidas pelas sentenças abertas: 
to) = 
g(x) =X 
Então, D(f) =, D(g)=R+e D(f)n D(g)=R+ 
Daí, as funções f+ g f-g ef: g têm domínio R,, e são definidas, 
respectivamente, por: 
(F+9)po) = x2+ NX 
(F-g)04) = x2 «x 
(F-g)6) = x2:Vx 


A função quociente p tem domínio: 


o(i) = (xx e Dl) D(g) a 6x) + 0); então, o(i) =Rie: 


f x 


E 


Exercícios Resolvidos 


8.1) Sejam as funções fe g definidas, respectivamente, por: 
f(x)=vx-2 
Hx) =5—x 
a) Determine D(f) e D(g). 


b) Determine os domínios das funções f+ g, f-g, fge a 


c) Dê as sentenças abertas que definem cada uma dessas funções. 
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Solução 


a) D(f)=[2; +ol e D(g) = I- co; 5] 
b) Como D(f) n D(g) = [2; 5] tem-se: 


D(f+9)=D(f-9)=D(f:9)=D(f) o D(g) = [2; 5] 
Todo elemento x que pertence ao domínio de s é tal que: 
xe D(f)n D(g) e g(x) 0 
Então, o(£) =[2:5[ 
o) (+ 9) 0) = fx) +90)= Vx-2+5-x 
(= 9) (9 = f0)-g()= Vx-2-5-x 
(E: 9) (x) = [09 - 90) = Nx—2:/5-x 
(Ee fo) vx-2 


g(x) v5-x 


Sejam as funções de R em R, fe g, definidas pelas sentenças abertas: 


(0) =|x| 
1 sex>0 
g(x)=40, sex=0 
-1, sex<0 


Para as funções f+g, f-g, f:ge e 


a) determine os domínios. 
b) dé as sentenças abertas que a definem. 
c) desenhe os gráficos. 


Solução 


a) Observe que D(f) = D(g) = R e então: 
D(f+ 9) = D(f- 9) = D(f: 9) = D(f) o D(g) =R 


D (E) =(x|x e D(f) nn D(g) À g(x) 4 0), como g(0) = O tem-se: 


x sex>0 
b) Como |x/=40,sex=0 vem: 
-x, sex<0 
x+1i sex>0 
(f+gx)=f(0)+9(x)=40, se x=0 
—x—1,sex<0 
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x-| sex>0 
(F-9)0)= f6)-g0)=40, se x=0 
—x+1, sex<0 
x1=x sex>0 
(É -9)x) = f(x): 9(x)=40-0=0, se x=0 =ou seja, (f-g)(x) =x 
(=x) (-1)=x, se x<0 


x 
—=x sex>0 


f f 
(ooo- da ã = ou seja, (alto=s xz0 


se x<0 


Exercícios Propostos 


8.3) Sejam as funções f e g definidas por enumeração dos pares que as 
constituem: 
f=((0; 1), (1; 2), (2; 3), (3; 4), (4,5) 
g=((1; 2), (2; 3), (3; 0), (6; —1)) 


Determine as funções f+g,f-g,f-ge É 
g 
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8.4) Sejam as funções f e g definidas pelos “diagramas de flechas”: 


e a 
La EL 
Pl sá 


Determine, através de “diagramas de flechas” as funções f + 9, f-g,fige 
I 


g 


8.5) Sejam as funções fe g, reais e de variável real, definidas por: 
f(x) =x 
go) =*—1 
Para as funções: f+g,f-g,g-f.9' 1º e é determine: 


a) o domínio de cada uma delas 
b) a sentença aberta que define cada uma delas 


8.6) Sejam as funções de Rem R definidas por: 
f(x) = |x| (função módulo) 
g(x) = [x] (função maior inteiro) 


a) Obtenha os domínios das funções f + g, f-gf-ge 7 e as sentenças 


abertas que definem cada uma delas. 
b) Desenhe os gráficos das funções f + g e f-g, parax e [-2; 2[. 


8.2 - COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES 
Basicamente, a idéia da composição de funções é a de uma “reação em 


* cadeia”, em que as funções “atuam” uma após a outra. 


Exemplos 


a) É comum, em nosso dia-a-dia, vermos raciocínios como o seguinte: “o 
Imposto de Renda (IR) pago por um cidadão é função” do seu salário, o 
salário é “função! do número de horas que ele trabalha. Diz-se, então, 
que o IR pago pelo cidadão é 'função' do número de horas que ele 
trabalha” 

Raciocinemos mais claramente nesse exemplo. 
Imagine que o cidadão A receba 50 reais por hora de trabalho. 
Podemos considerar a “função”: 


s(t) = 50t (1) 
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define uma nova função, que se denomina composta de g com f, e que 
se representa com g º f (lê-se: 'g bola f"). 


Observe que o domínio de f é R, mas elementos desse domínio são 


que determina, em reais, o salário S do cidadão A quando ele trabalha 
um certo número t de horas. 
Imagine que a Receita Federal adote a seguinte “fórmula” para obter o IR 
a pagar, a partir do salário s: 


IR(s)= o = 300) (2) 
Se o cidadão A trabalha 60 horas, qual é o IR devido? 
Inicialmente calculemos o seu salário (fórmula (1): 
s(60) = 50 - 60 = 3000 (em reais) 


Em seguida, a partir do salário (3000 reais), calculemos o imposto a 
pagar (fórmula (2)): 


excluídos para se obter o domínio de g º f: se x é negativo então f(x) é 


negativo e não existiria g[f(x)] = JOS. 

Resumindo, o domínio de g º f é constituído por todo x do domínio de f 
tal que f(x) está no domínio de g. 

No nosso exemplo, D(gºf)= (xe R|x>0) 


Definição 


Dadas as funções g e f, g º f é uma função que se diz composta de g com 


IR(3000) = a (s000 — 300) = 450 (em reais) 
E f, definida por: 
Observe que o IR a pagar é “função” das horas que o cidadão A 
trabalhou; para calculá-lo, inicialmente “aplicamos” a função s ao número 
60; em seguida, ao resultado obtido, 3000, “aplicamos” a função IR, 
obtendo então o imposto devido. 

Podemos sintetizar o cálculo, determinando uma única “função” (fórmula) 
que dá o imposto devido pelo cidadão A conhecendo-se o número de 


horas que ele trabalhou: 
IR(s)= 5(8-300) 


IRIs(b] = als(t)-300] 


IRIs(] = : (50t-300) 
Então, o IR é “função” das horas de trabalho, dada pela “fórmula”: 
IR(t) = é (50t — 300) (3) 


Então, para as 60 horas que o cidadão A trabalhou, o IR devido pode ser 
calculado fazendo t = 60 na “fórmula” (3): 


IR(60) = é (50 - 60 — 300) 450 (em reais) CD(9) = CD(g ºf) 
b) Sejam as funções f e g definidas, respectivamente, pelas sentenças 
abertas: 
f(x) = 9x 
gt) =X Exemplo 


Sejam os conjuntos U=(x e N[0<x< 10), 
A=(0;2;4;6;8;10)eB=(2;4;6;8; 10). Consideremos as funções g e f 


definidas por: 
ese 
1 
X)==>x—1 
x) 2 


Note que D(f)=ReD(g)=(xe R|x>0). 
Se x>0, então f(x) = 9x é não-negativo, isto é, f(x) > 0; logo, f(x) 
pertence ao domínio de g. Temos então: 
glfog]=/f00) = 9x = 3x 
A sentença aberta: 
glft)] = 3vx 
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Jo 


o 4 
á pH ; (A 10 aê 
SE AS US 
[BF NE 
fASU g:B->U 
f)=ix+4 g()=1x-1 


99f:40;4;8) ->U 
(9º 0)=alibo=5 xtal=1=[x+1 
e oc 


Para se obter a função g º f note que o conjunto: I(f) n D(g) não pode ser 


vazio. 

O domínio de g º f é um subconjunto do domínio de f, constituído pelos 
elementos cujas imagens (dadas por f) pertencem ao domínio de g. No exemplo, 
observe que: 

If) = (4,5: 6; 7,8; 9) 
D(g) = (2; 4;6;8; 10) 
If) m D(g) = (4; 6; 8) 
D(gº f)=(0; 4; 8) 
Kgof)=(1,2;3) 
CD(g 2º f) = CD(g) = U (convenção) 

Note, uma vez mais, que os elementos do domínio de g º f são aqueles 
cujas imagens, dadas por f, pertencem ao conjunto: I(f) m D(g); e, para que exista 
gof, deve-se ter: I(f) n D(g) = 9. 


Observações 


Não confunda a notação g º f com a notação g » f, note também que a grafia 
gofestá “às avessas”: a primeira função que se aplica é fe a segunda é g. 
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Dadas as funções g e f, pode-se pensar em duas funções compostas, gº fe 
fog, para as quais se tem, respectivarnente: 
(ge fx) = gift] 
(Fº 9)69) = flg69] 
A composição de funções não é uma operação comutativa: 
gof=fog 
Uma Representação Esquemática 


Podemos ilustrar, com o esquema da figura abaixo todo o processo para se 
construir a função g º f, composta de f com g: 


atfto] = (99 1) (x) 


rejeita 
f(x) é D(g) 


Exercícios Resolvidos 
8.7) Sejam as funções f e g definidas pelos pares que as constituem: 
F=((1, 2), (2; 5), (3,6), (4,0) 
9 =((2; 4), (5; 7), (6; 8), (-1;-3)) 
Obtenha a função g Of. 
Solução 


Calculamos: (gof)(1)=glf(1)]=g(2)=4 
(g'º f) (2) = glft2)] = g(5) = 7 
(g 2 f) (3) = glf(3)] = a(6) = 8 
Note que 4 z D(gº f), pois f(4) = 0 & D(g). 
Então: 


go f=((1; 4), (2; 7), (3; 8) 
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8.8) 


8.9) 
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D(f)=(1,2,3; 4) 
I(f) = (2;5;6,0) 
D(g) = (2, 5, 6,1) 
K)nD(g)=(2:5, 6,49 
o =(4;7,8,-3) 
D(go f)=(1:2,3) 
Igof=(4;7;8) 


Observe que: 


Sejam as funções f e g definidas por: 


e 
f(x)= 


a) Determine D(f) e D(g). 
b) Determine D(g º f). 


c) Dê a sentença aberta que define g 9 f. 


Solução 


a) Para o domínio da função f, deve-se ter x = 1: 
D(f) = R — (1); e, para o domínio da função g, deve-se ter x 4 O: 


D(g) = R*. 
» D(f)= PE dee Mao 
D(gof=(xeRIxe Di 


8.10) 


D(g of) = 


D(gºf=(XeRIxz1n2Z2nx+-2) 
c) Sexz1,xH2ex4-2: 


of) f 
(go fx) = glf6)] = q” 


= 
-4 


(go) = Z 


Sejam as funções f e g definidas por: 
fo) =x 
g(x)=xº 

Para as funções g ºfe fo g, determine: 


a) o domínio. 
b) a sentença aberta que define cada uma delas. 


Solução 
Note que D(f) = R+ = (x 
a) D(gºf)=(xeR] 

D(gof)=(xeRI 


Ixz0e D(g) = 


(in fes <D(g) " 
| +-satisfeita para todo x 


da >0Onos dáx>0,e daí: 
D(fog)(xeR|x>0)=R+ 


Log] = (x)? 
(gen ty=(Vx) 
(£º 9) 6) = lay] = Jato = bê 
(fog) ()= nb? 
Note que para todo x > O tem-se (Vx)º = x; então como 
D(g º f) = D(fº 9), e como por convenção CD(g º f) = CD(fº g) tem-se 
gof=fog. 


b) (9º) (1) =glft)] = 


Sejam as funções reais e de variável real definidas por: 


to9= [5 sex<1 idsitad 


2 sex>1 
a) Determine (g ºf) (1) e (fo 9) (2). 
b) Determine (g º f) (x) e (fo 9) (x). 
Solução 
2a 
a) (9º) (M=glitM=g(1)=1=1 


fo = = E 
(fo 9) (2) Toto] = 4) 2 


b) (9º f) (4) = glfg] = [fog] = | 


(Fº 9) 69) = flg()] = 
[80 se e [E se x? a E se-1<x<1 


2, se g(x)>1 2,sex2>1 2,sex<-10ux>1 
Então: 


(ge f(x) E 


x2, sex<1 
4, sex>1 


x2,sex<1 
4,sex>1 
x2,se-1<x<1 
ase-l<x<1 


(Fog)bo) | 
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8.11) 


8.12) 


8.13) 


8.14) 
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Se f(x) = x + 2, determine a sentença aberta que define uma função g tal qu 
(fo 9) (x) = 
Solução 
(Fº 9) 64) = flg()] = 969) + 2 
Como g(x) + 2 =x, tem-se g(x) =x — 2. 
Dadas as funções definidas por f(x) = 3x, g(x) = (x — 1Penmy=x+2 
determine [(h º f) º g] (2). 
Solução 
ho Bog] (2)=h (fig) 
lho nogl(2)=h (fi) 

ho f)o gl (2)= ad 

ho fog) (2)= 


Sejam f e g funções definidas por f(x) = 5x — 3 e g(x) = 2x + k. Determine 
para que fog=g9f. 

Solução 

Note que fog e g 9 f são funções de R em R, pois fe g o são. Então, pa 1 
quefog=gofdeve-se ter (fº 9) (x) = (g 2 f) (x): 

(fo 9) 6) = gb) = 596) = 3 = 5(2x+K)-3= 10x+5k-3 | 
(9º f) (x) = glfbo)] = 2x) + k = 2(5x— 3) + k = 10x gal ks 


Então, deve-se ter: 5k- 3=-6+ke daík = + 


Seftx) = += determine: t Cf Lfbo]) 


Solução 
Começamos calculando f [f(x)]: 
x—1 
E | 
ftftol= o etnia 1 
x Red xe 
x 
Agora, 
So dia Ed 1 
GHOOI-1 x=100 —t=x+1 
f f fo)j)= EA =X=1 0 =>" = 
( Troia - ao E 
eu AO x-1 


Então: f (FIfG)] ) =x 


8.15) 


8.16) 


Determine: f(x) se f(x + 1)=»2- 3x +2. | 


Solução 
Fazendox + 1=y,edaix=y- 1, tem-se: | 
=-1"-3y-1)+2 
ty=y-5y+6 (1) 

Em (1), substituindo-se y por x: 
fo)=0-5x+6 


Para as funções, de R em IR, definidas pelas sentenças abaixo, diga qual é 
par e qual é ímpar: 

a) x) =x 

b) fo) =x 

o) fi)=3+x 


Solução 


a) fl) = (=)? =»x2= f(x): par 


Note que o) gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo Oy. 
b) fo) = (59)= = = f(x): impar 


Tex) = lx) 
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Note que o gráfico de uma função impar é simétrico em relação à origem 
do sistema cartesiano. 


ER o ic o 


Essa função não se classifica segundo o critério par ou ímpar. 


* f(x): não é par 


Exercícios Propostos 


8.17) Sejam as funções fe g definidas pelos pares que as constituem: 
f=(1,2), (2; 1), (3; 4), (4,6) 
g =((2; 4), (3; 5), (5; 6)) 
Determine a função g o f, 


8.18) Sejam as funções f e g definidas por: 


fo) = (x— 1? 
g(x)=2x+1 

Calcule: 

a) (fog) (1) o) (to) 

b) (99002) ) (eco(-5) 


Nos exercícios de 8.19 a 8.24 as sentenças abertas definem as funções f e g; 
determine em cada caso: 

a) o domínio da função f 

b) o domínio da função g 


c) o domínio da função g º f 
d) a sentença aberta que define g º f 
e) o domínio da função fo g 
f) a sentença aberta que define fo g 


8.19) fo) =(x-1Pegmg=x+1 
8.20) ft) =x] e 90) = x 
8.21) f0)=X2-1e g(x)=X2+1 


8.22) og=1-5 e goy=—+ 


x+1 
8.23) f(x)=vx-1 e go)= 1 


8.24) f(y)=Xeg() =x? 
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8.25) 


8.26) 


8.27) 


8.28) 


8.29) 


8.30) 


8.31) 


8.32) 


8.33) 


8.34) 


Sejam as funções reais e de variável real: 


E <1 
fo0=] PSA g(x)=2x 
x sex>1 


a) Determine (g º f) (0), (fº 9) (4), (fo) (-1) e (92 9) (3). 
b) Determine (g º f) (x) e (fº 9) (x). | 
Se f(x) = 2x- 3 e f [g(x)] = x, determine g(x). 
Considere as funções f e g definidas por g(x) = |x| e f(x) =x + 2. 
a) Determine (fº 9) (x). 
b) Desenhe o gráfico da função fo g. | 
c) Resolva a ineguação (fº 9) (x) < 6. 
Suponha que as funções fe g são definidas por: 
f(g)=ax+b 
g(x)=cx+d 
Qual é a condição para que fog =g9f? 


Seja f(x) = fa Calcule f (f [f(x)]). 


Dadas as funções definidas por f(x) = —, g(x) = x e h(x) = x?, calcule 


ftg Ih(-2)]>. 


x |= 


Para a função f, de R em E, definida por f(x) = 3x: 


a) determine x se fG2) = f(2x + 3). 
b) verifique se f(3x + 4) = 3f(x) + 4. 


Se f(x)=%+3 e g(x)= (fo f) (x), determine g(2). 


Sefig=de! ef pus = —x, determine x. 
x+1 x+1 


Se f(x) = 2x + 3, calcule: 
1 
a) f(0) e) (5) 
4 
b) f=) ) E] 
9 1x+1) q) teta 
a) fi) +1 
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8.35) Determine: f(x) se (5) Ee 
x+1 


8.36) Sejam as funções fe 9, de Nem K, definidas por: 
js 2x, se x é ímpar 
“|x+1, sex é par 
x+1, se x é ímpar 
x) | a 
2x+1, se x é par 
a) Determine (g º f) (5), flg(2)] e (Fº f) (3). 
b) Determine (g º f) (x). 


8.37) Para as funções, de R em R, definidas pelas sentenças abaixo, diga qua! = 
pare qual é ímpar. 


a) y=| 
b) fl) =3x—x 

+41 
O aa 


8.38) Uma função f, de Rem R, é impar. Determine f(0). 


8.39) Verifique que ho (fe g)= (ho f)ºg para: 
fax =ê 
g:X>x 
hix> J 
x 
8.40) f,g eh são funções de R em R. Demonstre que: 
(f+goh=foh+goh 
8.41) f,gehsão funções de E em E. Demonstre que: 
(hogof=ho(gof) 
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Capítulo 


Tipologia das funções 
- Função inversa 


9.1 - Função Sobrejetora 
Definição 


Seja f uma função de A em B; f diz-se sobrejetora se e somente se I(f) = B, 


isto é: 
f é sobrejetora & Kf)= Co(t) 


fé sobrejetora: 
em cada elemento de B = CD(f) “chega pelo menos uma flecha”. 


Note que se fé sobrejetora, para todo elemento y de B existe ao menos um 
elemento x de A tal que f(x) = y, isto é, todo y de B é imagem de “pelo menos um” x 
de A. 


Quando a função f, de A em B, é sobrejetora, a equação f(x) = y admite para 
todo y e B pelo menos uma solução. 


Exemplo 

A função f, de R em R., definida por f(x) = x é sobrejetora, pois para todo 
Y Ye R,, existe ao menos um x real, x= +, tal que f(x) = y. 

Note que o contradomínio de fé dado: R.; o conjunto-imagem de f obtém-se 
projetando o gráfico de f sobre o eixo Oy: I(f) = R+. 

Então, CD()=I()=R. efé sobrejetora, por definição. 
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CD(M) = f)=IR—a 


Quaisquer que sejam x: e xp em E*, tem-se: 


1 1 
KM HX 5 — é — 


XX 
do A 
fx) É Hx) 


9.3 - FUNÇÃO BIJETORA 


Definição 
Seja f uma função de A em B; f diz-se bijetora se e somente se f é 


9.2 - FUNÇÃO INJETORA 
sobrejetora e é injetora. 


Seja fuma função de A em B; f diz-se injetora se e somente se quaisque 
que sejam os elementos x, e x, em A, se X1* Xo tem-se: f(x4) 4 f(x0). 


Note que se f é bijetora, para todo elemento y de B existe um e um só 
elemento x de A tal que f(x) = y, isto é, todo y de B é imagem de um e um só x de 


Note que se f é injetora, um ele i 
A. 
SA, a 
aa 
+[B] 
fé bijetora: 


E em cada elemento de B = CD(f) “chega uma e uma só flecha”. 


fé injetora: . a 
em cada elemento de B = CD(f) “chega no máximo uma flecha.” todo y pda ba) e 6 ÇA 


Exemplo Examiplo 


A função f, de R em IR, definida por f(x) = x? é bijetora, pois para todo 
ye R=CD(f existe um e um sóx de A, x =%, tal que: 
fo) =y 
Note que f é sobrejetora e é injetora. 


A função f, de R* em IR, definida por f(x) = E é injetora. 
x 


Note que y = O não é imagem de nenhum elemento x de D(f) = R* é que. 
todoy e R,y 0, é imagem de um único x de D(f) = R*. 
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9.4 - UM RECONHECIMENTO GRÁFICO 


Seja f uma função real de variável real; 
taSB 


Podemos verificar graficamente se f é j inj ij 
ENTE Rn g se f é sobrejetora ou injetora ou bijetora, 


Traçamos retas paralelas ao eixo Ox pelos pontos (0; y) com y e B;então; 


) Se essas retas encontra o gráfico de f em “pelo menos ui ont 
ponto, 


cD(n = (9) 


o 
2º) Se essas retas encontram o gráfico de f “no máximo” em um ponto (há. 
retas que não o encontram, mas aquelas que encontram o fazem em um 
único ponto) a função é injetora. 


9.2) 


3º) Se essas retas encontram o gráfico de f Ó 
boo g em um e um só ponto, a função 


CD(h) = I(f) 
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Exercícios Resolvidos 


9.1) As funções abaixo estão definidas através de “diagramas de flechas”, diga 
qual é sobrejetora, qual é injetora e qual é bijetora: 


c) 


d) 
15) 
| U 
[E] E 
Solução 


a) não é sobrejetora: nos elementos 2 e 3 de B não chegam flechas, 
observe que I(f) 4 CD(f); não é injetora: nos elementos O e 1 de B 
chegam mais do que uma flecha; não é bijetora; 

b) é sobrejetora: I(f) = CD(f); não é injetora: nos elementos 0 e 1 de B 
chegam mais do que uma flecha; não é bijetora; 

c) é sobrejetora: I(f) = CD(f); é injetora: em cada elemento de B chega uma 
única flecha; é bijetora; 

d) não é sobrejetora: nos elementos 2, 3 e 4 de B não chegam flechas, isto 
é, If) = CD(f); é injetora: nos elementos 1 e 5 de B, onde chegam 
flechas, elas são únicas; não é bijetora. 


As funções abaixo, definidas pelos gráficos, têm domínio A = [1; 4] e 
contradomínio A = [1; 4]. Diga qual é sobrejetora, qual é injetora e qual é 


bijetora: 
b) 


N 


spuiizcos; 
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9.3) 
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Solução 


Quando conhecemos o gráfico de uma função f e queremos decidir se ela é 

sobrejetora ou injetora ou bijetora, traçamos retas paralelas ao eixo Ox pelos 

pontos (0; y) com y e CD(f): 

a) é bijetora; as retas encontram o gráfico em um e um só ponto; note que a 
função é sobrejetora e também é injetora; 

b) é injetora; as retas encontram o gráfico no máximo em um ponto; não é 
sobrejetora e portanto não é bijetora; 

C) não se classifica: não é sobrejetora, não é injetora e não é bijetora; 

d) é sobrejetora; as retas encontram o gráfico em um ou mais do que um 
ponto; não é injetora e portanto não é bijetora. 


Seja a função f definida por: 


fiRS5R 

fog) = x|x| 9.4) 
Verifique que f é bijetora. 
Solução 
Vamos demonstrar que a equação: 

xIxl=y (1) 
qualquer que seja y de IR = CD(f), admite uma e uma só solução. 
Sey>0, tem-se: 
Pty 
xbxj=yo4 A ex=y 
x>0 

Sey<o0, tem-se: 

x =-y 

xl=yo) À ox=/Y 9.5) 

x<0 

Portanto, a equação (|) admite, qualquer que seja o real y, solução única: 
x=y seyz0x=-/"y sey<0 
Para a obtenção do gráfico da função f note que: 
Sex>0:x=xefi)=x 
Sex<0: |x=-xe f(x) = 
Então: 
2 
roof ,Sex>0 
—X,sex<0 9.6) 


fog = 2" 


sexs0o 


fé bijetora: toda reta paralela ao eixo Ox 
que passa por (0; y) com y e R corta o gráfico em um e só um ponto. 


Considere a função f, de Z em Z, definida por: 


x 
—, se x é par 
2 Pp 


+1 


f(x) = 
Em se x é Ímpar 


Verifique se f é sobrejetora ou injetora ou bijetora. 


Solução 
A função é sobrejetora, pois todo a e Z = CD(f) é imagem de pelo menos um 


elemento de Z = D(f): esse elemento é 2a (par). 

A função não é injetora, pois elementos do domínio da forma 2n e 2n — 1 
têm mesma imagem: f(2n) = f(2n— 1)=n. 

A função não é bijetora. 


Seja a função f, de R em B, definida por: 
fo)=02-2x+4 
Determine B para que f seja sobrejetora. 


Solução 
Para que f seja sobrejetora deve-se ter I(f) = CD(f); então: 
B=1(f) 
n=dyeRIy> E 
Kf)=4yeRIy ZE 


K)=(yeR|y>3)=[3; + 
Daí: B=[3; + 


Seja o conjunto A = (x e R | x < xo). Considere a função f, de A em R, 


finida por: 
definida pi too SRA 


Determine o maior valor de xo para que f seja injetora. 
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Solução 


9.9) As funções abaixo, de A em B, são definidas pelos gráficos. Diga qual é 
sobrejetora ou injetora ou bijetora: 
a) b 


e) 


Note que CD(f) = R; para que f seja injetora, retas paralelas ao eixo Ox que 


passam por (0; y), y e R = CD(f), devem encontrar o gráfico “no máximo” em 
um ponto. 


9.10) Para as funções definidas abaixo, diga qual é sobrejetora ou injetora ou 
i R + bijetora: 
Para que isso aco isto ia 

q nteça, o maior valor de xo é xo = Ea 3, a) ER SR fo)= xl 


b) ER > Rs fg) = xl 


9.7) Sejam fe g funções de E em E. Mostre que se fe g são injetoras, a função 1 
gºfé injetora. o) ERES R$, fX)= Ei 
Solução ad ERSRÍW)=2+4 
Sejam xy e x2 dois elementos quaisquer de E. e) ERSRAfW)= elx 

4 nd = 5 


fé injetora: x, = x2 => f(x1)  f(xo) 

g é injetora: f(x1)  f(x2) = glf(x1)] = glf(xo)] 
Portanto: 

X1% Xo = (9.9 f)(xy) = (9 0 f)(x2) 


9 ERS5Z fig) = [x 
(Sugestão: raciocine graficamente.) 


9.11) Seja a função f definida por: 


isto é, go fé injetora. 

f:R É >R | 

4 | 

Exercícios Propostos fo)= 3x+5 | 
4x-3 | 


9.8) As funções abaixo estão definidas através de “diagramas de flechas”. Diga 


qual é sobrejetora ou injetora ou bijetora: Verifique que f não é sobrejetora. | 


=.) 


(Sugestao: número de soluções da equação a E 


a) b) c) 


9.12) Seja a função f, de Z em Z, definida por: | 
x 
fy)= 2 se x é par | 
0, se x é impar 


A função f é sobrejetora? injetora? 


9.13) Seja a função f, de R+* em R+*, definida por: 
to) =8 44 
x 


Calcule f (5) , (1) e f(2). A função é injetora? 
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9.14) 


9.15) 


9.16) 


9.17) 


9.18) 
9.19) 
9.20) 
9.21) 


Seja a função f, de R em R, definida por: 


2x-83 


x241 


Resolva as equações f(x) = 1 e f(x) = — 1; conclua que f não é injetora e não 
é sobrejetora. 


f09)= 


Seja a função f, de R em B, definida por: 
fo)==x2+2x—1 
Determine B para que f seja sobrejetora. 


Seja o conjunto A = (x e R | x > xo). Considere a função f, de A em R, 
definida por: 

fo)=x-6x+8 
Determine o menor valor de xo para que f seja injetora. 
Sejam os conjuntos A e B tais que na = pe ne =q, e seja f uma função de A 
em B. Qual condição p e q devem satisfazer para que f seja sobrejetora? 
Injetora? Bijetora? 
Quantas são as funções sobrejetoras de A = (1;2; 3)em B= (1,2)? 
Quantas são as funções injetoras de A = (1; 2)em B=(1,2;37 
Quantas são as funções bijetoras de A=(1;2;3)em B=(1;2:3? 


Sejam f e g funções de E em E. Mostre que se fe g são sobrejetoras, a 
função g º fé sobrejetora. 


9.5 - FUNÇÃO INVERSA 


O Conceito 
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Sejam os conjuntos A = (1;2;3)e B=(a; b; c) e as relações de A em B: 
94 =((1; a), (2; a), (3; b)) 


Mo=((1; a), (1: b), (2; 0) 


Ra =((1; a), (2: b), (3; 0) 


[B] 


Observe que as relações R4 e Rs são funções de A em B; a relação R> não é. 
Para cada uma das relações dadas podemos construir a sua relação 


inversa, de Bem A: 


7! = ((a; 1), (a; 2), (b; 3) 


Sa! = ((a; 1), (bi 1), (c; 2) 


Ro! = (a; 1), (b; 2), (e; 3)) 
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Observe que a relação R, é função de A em B, mas a relação Ry* 

pe de B em A (por quê?). A relação Rz não é função de A em Be a relaçãã 
* não é função de Bem A. 

Entretanto, a relação Ms é função de A em B e a relação inversa Rg, 
também, é função de B em A. Observe que Ns é função bijetora de A em 8, e isto 
RO que para todo y e B existe um e um só x e A tal que (y; x) e Rg”, isto é, 

té função de Bem A. 
Note também que D(9%3!) = (Ra) e (Ms!) = D(Ms). 


Teorema 


Demonstração 


1º) Vamos demonstrar que se f”! é uma função de B em A então fé bijetora. 

Seja y um elemento qualquer de B; então existe x e A tal que (y; x) e f7', 
pois f”! é função, e daí (x; y) e f, isto é, fé sobrejetora. 

Sejam xy e xz dois elementos quaisquer de A, tais que x,  x2. Note que se 
T(x1) = f(x2) = y viria fm) =xe fy) =X, contra a hipótese de que f7! é função; então 
X1% Xo => f(X4) + f(X2), isto é, fé injetora. 

Logo f é bijetora. 


2º) Vamos demonstrar que se f é bijetora, então fEté função de Bem A. 

Para todo y em B existe um elemento x em A tal que (x; y) e f, pois fé . 
sobrejetora, Então para todo y em B: (y; x) e f”', isto é, todo y de B tem imagem x 
em, dada por a, 

Supondo que um elemento ye B tenha as imagens xy e xz em A, dadas por 
Re! , teremos: (y; x) e fl e (y; x2) E fr! e daí: (x1; y) e fe (xo; y) e f; então xy = xo, 
pois fé injetora. 

Concluímos então que todo y de B possui uma e uma só imagem em A, 
dada por f”! isto é, f7! é função de Bem A. 


Definição 


Diz-se que uma função é invertível se existe f””, isto é, se f é bijetora. 


Exemplo 
Sejam os conjuntos A = (-1,0;1), B=(-3;0; 3) e a função f, de A em B: 
f=((-1;=3), (0,0), (1; 3)) 
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[B] 


Note que f é bijetora; então f é invertível, isto é, existe f!. O domínio de f”! é 
Beo seu contradomínio é A. 

Os pares ordenados que pertencem a f7! são obtidos dos pares ordenados 
que pertencem a ftrocando-se, nestes, as coordenadas uma pela outra. 


(=1;-3) e fentão (-3;-1) ef! 
(0; 0) e fentão (0:0) e fr! 
(13) e fentão (3; 1) e fr! 


= ((-3;-1), (0; 0), (3; 1)) 


[B] 


Observações: Seja f uma função bijetora de A em B. 
1º) Se (x; y) e fentão (y; x) e f”! e inversamente: note então a equivalência 
para as sentenças abertas: 
y=[0) ox=[(y) 
2º D(t") =If)e f Gb) = D(f); note também que pois I(f) = CD(f), pois é 
bijetora. 
3º) Observe que a função f é também bijetora e que: 
()rt=f 


A Sentença que Define a Função Inversa 


Seja f uma função bijetora de A em B e seja y = f(x) a sentença aberta que a 
define. 

Da equivalência: 

=f) e x=f(y) 
concluímos que a função inversa, E “! de Bem, é definida pela sentença aberta 
x="(y): 
f=(0y) e Ax Bly=f60) 
F=((W)eBxA|x=T(y) 
Então, dada a sentença aberta que define a função f: 
y=fg) 
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para obtermos a sentença aberta que define a função inversa pa expressamos x 
“em função” de y: 
x= 10) 


Por exemplo, seja a função bijetora: 
fiRSR 
y=f00=% 


A função inversa, go é função deR em R. 


Para obtermos a sentença aberta que define f 7, partimos da sentença 
aberta que define f: 


y= 
expressando x “em função” de y: 
x=3y 

Então, a sentença aberta que define a função f”! é: 

x= = 
F'=((yy)eRxR|x=%) 

Como é comum representarmos a primeira coordenada de um par ordenado 
com a letra x e a segunda coordenada com a letra y, na sentença abertax =, 
que define f7!, fazemos uma troca de letras: x por y e y por x; então: 

F=(igyeRxRIy=3) 


Um Resumo 


Dada a sentença aberta: 
y=f69) 
que define a função bijetora f, se quisermos a sentença aberta que define a função 
f”, procedemos da seguinte maneira: 


1º passo: na sentença y = f(x), isola-se x no primeiro membro. 
2º passo: troca-se a letra x pela letra y e a letra y pela letra x. 


Uma Propriedade Geométrica 


Seja f uma função bijetora, real e de variável real. 

Se (a; b)  f, então (b; a) e 7. 

Num sistema ortogonal xOy, os pontos de coordenadas (a; b) e (b; a) são 
simétricos em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares. 


to; ajeta | bissetriz 


-op(a;b) é f 


4 
| 
E 
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A aa 


Aplicando o raciocínio para todos os pares que pertencem a f, podemos | 
concluir que: 


Exemplo 
>R 


; a f:R 
Seja a função bijetora: ; ê 


(X)=x 
FURSR | 
16) =x 


Os gráficos de fe de f”! estão na figura abaixo: 


A função inversa de f é: | 


Exercícios Resolvidos 


9.22) Seja a função f, de R* em R* definida por: | 
1 


fO)=— 
x 


Verifique que f é bijetora e determine f"!. 
Solução 
fé sobrejetora, pois todo y = R* = CD(f) é imagem de um x = ; eR'=D(f). 


fé injetora, pois para todo x4, x> de R* = D(f) tem-se: 


1 1 
KM >D— &— 


M  Xa 
o o 
f(x) É fixo) 


Então, f é bijetora. 
A sentença que define f” obtém-se da seguinte forma: 
295 


9.23) 
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1º passo: isola-se x na sentença aberta que define f: 


x 
xy=1 
eee 
y 
2º passo: “trocam-se” as letras x e y: 
4 
y== 
x 
FUROSR 
Então: o 1 
X)=— 
es 
Note que f = 7! 
Seja a função f definida por: 
3 1 
fiR-/>,5R-4;— 
8) y 3) 
x+2 
fg) = 
09 2x-3 


Verifique que f é bijetora e determine o 


Solução 


Para verificarmos que f é bijetora vamos mostrar que para todo y, 


ye Rh. a equação: 


x+2 
2x-3 


admite uma e uma só solução x, x e Rib 


Para 


E =yox+2=yex-)ox1-29=-2-3 6 5 (1 


3 
xx! 

Z 
Observe, então, que de (l) podemos concluir que para todo y, y 2% existe 


em correspondência um e um só x, x e RS) Concluímos que f é bijetora. 


A sentença aberta que define f”! obtém-se de (1), trocando-se as letras x e y: 
3x+2 
2x-1 


't)= 


9.24) 


9.25) 


Seja a função f definida por: 
fiR,SR, 
f0)=x2 


Verifique que f é bijetora e determine ei 


Solução 
Para verificarmos que f é bijetora vamos mostrar que para todo y, 
y e R+= CD(f), a equação: 
X=y 

admite uma e uma só solução x, x e R+ = D(f). 
Para x > 0, a equação nos dá x = IA e como y > 0, a solução existe e é 
única, 
Então, f é bijetora. 
A função inversa de f é definida por: 
A :R,SR, 

6) = x 


st) =x? 
h) 


f Pá 


/ 


E) =VX 


A função f, de R em R, definida por: 
fo) =x" |xl 
é bijetora. Determine 7. (Veja o exercício 9.3.) 
Solução 
Paray>0 tem-se: y= fi) =x ox=(=y. 
Paray<Otemse:y=f)=xbjox=() =". 
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A troca das letras x e y nos dá: 
FURSR 
x, sex>0 
f(x)= A 
—-x, se x<0 


9.26) Seja f uma função bijetora de E em E. Demonstre que: 
flof=le e fofi=I 
onde Ig é a função identidade de domínio E, isto é: 
IE:ESE 
e =X 
Solução 
As funções compostas fiof e fot”! são de E em E; além disso: 
(of ()=H'Ltogl=1"() =x 
(ter) = LE l=10)=y 
Ficam demonstradas as igualdades. 


Exercícios Propostos 


9.27) Seja a função polinômio do 1º grau: 
f:RS5R 
f(x)=ax+b,az0 

Verifique que f é bijetora. Determine fu 

9.28) Para a função polinomial do 1º grau: 


f:RS5R 
f(x)=ax+b, a z0 


determine a e b para que f= 7". 


9.29) Verifique se cada uma das funções definidas abaixo é bijetora; em caso 
positivo, determine a função inversa: 

a) fiR SR, a fiR,>(yeR|y2-1) 
flx)=2 fo)=x2-1 
fER-(MSR-(2 ER SR-(1 

b) 2x+2 e) q 
itg= f0)=1-— 

Co by=d=2 
f:iRS5R 

e) 
f0)=x2+1 
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9.30) 


9.31) 


9.32) 


9.33) 


9.34) 


9.35) 


Considere a função f, de R em R, definida por: 


fo)=2x—5 
a) Determine mn 
b) Calcule (fo f) (x) e f! [fb9]. 


Uma função bijetora de IR em R é definida por: 
2 pas 
fo)= x -1 sex20 
x-1 sex<0 
Determine f7”. 


Sejam as funções bijetoras fe g, de R em R, definidas por: 
f)=2x—1 
g(x) =4x+3 

Verifique que (go f)!=f!og"! 


Seja a função f, bijetora, de A = R — (5) em B = R — (m) definida por: 
2x+1 
x-3 
Determine m sabendo-se que a sentença aberta que define a função f! é: 
3x+1 


a a 
O cm 


f)= 


Seja a função definida pela sentença aberta: 
f(x) = XD, a? +bcz0 
cx-a 


Determine f!(x). 
Por que a condição a +bcz06 imposta? 


Seja a função f, de R em R, definida por: 
fg) =2x+1+|x— 1] 
a) Desenhe o gráfico de f. 


b) Deduza se f é bijetora. 
c) Em caso positivo dê f7. 
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Exercícios Suplementares 


V.1) 


V.2) 


V.3) 


V.4) 


V.5) 


V.6) 


V.7) 


V.8) 
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Sejam fe g funções de R em R, crescentes em R. Verifique que a função 
f+g é crescente em R. 


A função f, bijetora, de R em R, é crescente em R. Verifique que 1 é 
crescente em R. 


Se as funções: 
fESF 
g:F>5E 
são tais que g º f = Ir, então f é injetora e g é sobrejetora. 


Uma função f, de E em F, é bijetora se e somente se existe uma função g, 
de F em E, tal que: 
gof=Ip e fog=I, e g=f 


Sejam as funções bijetoras: 
feESF 
g:F>56 

Mostre que (go)! = og". 


Um função f, de R em R, é tal que para todo a, a e R, etodo b, b e R, tem- 


se: 
fla + b) = f(a) + f(b) 

a) Determine f(0). 

b) Verifique que f é ímpar. 

c) Se f(1) = k, determine f(n), n e Nº. 


Uma função f, de Z em Z, é tal que para todo a, a e R, etodo b, b e E, tem- 
se; 
fla +b)=f(a) - Hb) 

O conjunto-imagem de fé I(f) = (=1; 1). 
a) Determine f(0). 
b) Verifique que fé par. 
c) Sek e Z verifique que: 

f(2k) = 1 

()=— 

f(2k + 1)=— 


Uma função f, de R em R, é tal que: 
f(x +5) = f(x) 
fl=x) =—f(x) 


V.9) 


V.10) 


VA) 


Determine f( 5) (5) 
3 3 


Seja a função real e de variável real definida por: 


(12) + H-7). 


f(x)= aval +|x-2)) 


a) Determine D(f). 
b) Faça o gráfico de f. 
e) Determine I(f). 


As funções f e g satisfazem às condições: 


Determine g(x). 


Uma função f, de Rem R 
1) Vx, x e TO; 2], f(x) = x? 
2) fé par 

3) f(x + 4) = f(x), Vx, x e 


a) Dê a sentença aberta que define f para x e -2;2). 


fo)=2x+1 
g(2x—-1)=f(x— 1) 


, está assim definida: 


R 


b) Gráfico de fse x e [-6; 6]. 
c) Resolva a equação f(x) = 1, 


d) Determine I(f). 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capítulo 1 
1:83) anb, df 


1.4) declarativas: c; e 
abertas: a; b; d 


17) a) V=45 o) V=(6,7:8) 
b) V=(6,7;8;9) d) V=[2:-2) 


1.8) a) V=((10;8), (5; 3), (2:0) 
b) V=((4;5), (0; 1)) 
o) V=((4:2;3),(1;0;1) 


1.12) a) Salvador não fica na Bahia. 
b) Pássaros não voam. 
c) Salvador fica na Bahia e pássaros voam. 
d) Salvador fica na Bahia ou pássaros voam. 
e) Salvador fica na Bahia ou pássaros não voam. 
f) Salvador não fica na Bahia e pássaros voam. 
9) Não é verdade que Salvador fique na Bahia ou pássaros voem. 
h) Não é verdade que Salvador fique na Bahia e pássaros voem. 


1.13) à) paq co) -(pnqa) 
b) -pa-q d) -qvp 
1.18) a) s=>p 1) q=>S 
b) q=r 9 por 
co) q>s8 h s=>q 
d) r>p ij soq 
e) s>q j pos 
1.19) a) V a) V 9) F pv 
b) V e) V É h) V kV 
c) F 9 F 7 V DV 
1.20) a) 
p q r | = PAq (PA 9) v (er) 
V V V F V V 
v v F v V V 
V F v F F F 
V F F v F v 
F V V F F F 
F v E vV F v 
F F V F E F 
F E E v F V 
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b) 
p q r pva [rap | (pvas(rap) 2:20) 8) (Ms id; 58 4,6) 9 + 
b) (3) h) É 8; 10) 
Mi V Vi M V V c) (2;3;4;6;8;10) (3 
V V F V F F d) [1,5/4:8,6) o 2367; 
v F v v vV vV DR?) k) 12:3;4 
vV F F v E F f 12;4:6,8;10,3;1,5) |) fAiora, 
F v v v F F 
F v F v F F 2.21) (4:67:59) 
[Fi E V R F V 
[E E E F F V Gde) 
1.21) a) Há pelo menos um marciano que não usa camisola. 
b) Há pelo menos um camelo que tem rabo. 
c) Não há habitantes na Lua. 
Capítulo 2 
25) a V a F g DF 
b) F eo) V h) F k V 
o) V O adro i) Dar 
2.6) a) (0,1,2;3;4) 9) 157) 
b) (2;3;4..) h) 40; 3;6; 9.) 
o) (2:3;4) ) (1:4/7,10..) 
d) (-5;-4,-3;-2:-1:,0,1;2) D) (13,57...) 
e) (-3,-2,-1,1,2,3) k 6) 
f) (-5;-4,-3;-2;—1,0) » (29) gabarito correto e revisado O 
2.12) a) V a V 9 F pv 
b) F e) F h V k F 
c) F 9 V ele DV 
2.13) Sejam: 
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214) b 


E = conjunto das pessoas engraçadas 

C = conjunto dos coelhos 

A = conjunto das pessoas que sabem caçar borboletas 

D = conjunto das pessoas que não sabem andar de bicicleta 


O diagrama dos conjuntos é: 


Assim, a resposta é d. 
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2,44) à) [5 a] 


Capítulo 3 
37) a) S=(3) 
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208 


FE: 


c) 


F 9) F v 
v h) v k) V 
v DF 0) 
v ev 9) F 
F 9 V h) V 
b) 30 o) 13 
c) 30 e)7 
d) 55 f) 100 
32 
20 
c) 400 e) 1800 
d) 800 f) 1000 
b)23 c) 43 
9) V DM 
h) V k V 
DF DV 
15 
v DF m V 
v » F n) V 
F k) V o) F 
F DV p) F 
[53; 2 
19; 11 
[7 
5 
[dl 
3.43 
42 
S=(2) 


3.8) 


3.9) 


3.14) 


3.15) 


3.16) 


3.21) 


3.22) 


3.24) 


3.29) 


b) S=(3) 


a) V=D 

b) V=(8) 

c) V=(9) 

a) V=(0;-1) 

b) v=(s s5) 
2 


ev 


b) V=(2) 


+ 


2 [8] 


b) S=R 


e) 


d) 


e) 


V=g 


V=(10) 


Vv=o 
V=(0,4;-4) 


“Lo 


V=(2) 


ES pe 
a 


d) 
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3.35) 


3.36) 


3.37) 


3.45) 


3.46) 


3.47) 


3.48) 
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& 
24 
a 
E 


V= 
6 


V=[0;1) 
V=(5-5) 


V=(;9) 


V=(1) 
V= (+11) 
V=[2) 


Ea) 
vefeag-d) 


+13, =1=93 


6 


9) 


d) V 


Se ara vo (DIS) 
Sea=3ebz4V-9 
Sea=3eb=4,V=R 


gs 


o) V=(1,-3) 


d) V=9 


e) v -fo 5 


poe 


e) v=(á 
9 V=(0,-1) 
9) V=(2;4) 
hp V=(4 4) 


2 


2b+8 
3-a 


) 


3.49) 


3.50) 


3.51) 


3.58) 


3.59) 


3.60) 


3.61) 


3.62) 


3.63) 
3.64) 


o) V=0 


e) V=(0;1) 


a) v=fo Ce, 5 
5 


a) V=(-1;4) 


a) S- fo 4); (7 = 
b) S= (-s dez E a) 


3 
o) S=(4;2);(-2;4) 


a) — b) impossível 


a) 2-5x+6=0 
b) X+2x-24=0 


X+10x+25=0 
a) (x-3)x + 6) 


b) (2x- 3x + 5) 
c) (2x +32 


9) V=19; 4) 


hn v=/2. 3 


9) S=((-1:1) 


e) S=7 


Cc) — 


o) 32 -5x-2=0 
d) X-(3+ 2)x+3/2=0 


 (x+ x — 1x + 2x 2) 
e) (x+ Wx= 1X3x + 13x — 1) 
D 6C+4)(x+ V3)x— 4/3) 
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Capítulo 4 


411) a) V= xe R|x>5) 


4.12) 


4.13) 


4.18) 


4.19) 
4.20) 


4.30) 
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b) 


e) 


a) 


b) 


a) 


b) 


e) 


V=(xeR|x<1) 
V=(xXeR|x<-1) 


V=]-6;3[ 
V=R 


V= [reR|x<-4 ou x5) 


Ve fxemI-rexa-duxad 


V=fxeR|x<-3v2<x<5) 


d) Vefrerixcava 


Veja 
=j2: 
Mell 


a) V=(xeR|-1<x<8) 

b) V=(XeR|-1<x<8) 

c) V=[xeR|x<-1vx>8) 
d) V=(xeR|x<s-1vx >8) 
e) V=R-3 

f V=R 

9) V=9 

h) V=(3) 


) V=R 


e) 


e) 


4.31) 
V= frerixei) 
a 4.32) 
V=(xeR|x>-3) 
=1 
VE R = 
xe pod 
V=0 
vB: 433) 
5 
po 
72 
re sêo 
72 4.34) 
4.35) 
4.36) 
4.37) 
4.40) 
V=R 4:41) 
V=0 
V=8 
V=(xeR|x<2vx>3) Aga 
V=(xeR|2<x<3) 
V=[=1:+1] 
V=[0; 4] 
4.43) 
V= 


3-10, 3410]. 
2 ED] 


a) V=(xeR|x<-2vx>2) b) V=[-2;2] 


a) V=(XeR|x<1tv3<x<4vx>5) 
b) V=(xeR|-3<x<44Ax*2) 
o) V=(xeR|-4<x<1nxz0) 
d) V=(xeR|-V3<x<V3v3<x<6) 


a) V=(xeR|x<4v1- Mi<x<1+41) 
b) V=[xeR|-3<x<3vx>13) 


c) V=fterixe-av Sex cavnno) 
a) V=[rerjSexctva=d) 

a) V=(XeR|1<x<3v4<x<8) 

b) v=[37] 


6- 35 <p<6+35 
11-42 <k<-1+442 


(XeR|0<x<2vx>3) 


a) F DE ) V DV 
b) V e) F h)V kV 
o) V avi ij V 

a>b 


x>yp=>a+x+b+y>b+y+z>a+x>z>a>z-x 
b+y>2z 


N2 +48 < 3447 65 (N2 +48)? <(N3 4 NTY 
4 2+4202/8+8< 3420347 +7 65 16 < 216 
o 16<21 : 


Como 16 < 21 é verdadeira, o mesmo se dá com a sentença inicial. 


a) a +b>224ba?-2ab+b>050(a-b)>0 


Como a sentença (a — b2 2 O é verdadeira, o mesmo se dá com a 


sentença original. 
b) Usando o resultado do item anterior temos: 


4.46) 


4.47) 
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a? +b? >2ab 


a2+c?>2aci=> a? +b? +22 +02 +b2 +0?>2ab+2ac+2bc > 


b?+c? >2bc 


282 +2b2+202>2(ab+rac+bo)=>a2+b? +c? >ab+ac+be 


a+b 
a<bsa+ra<ar+bo2a<ar+tboa<>— 


acbestbebsboasb< o 22 cp 


Como a e b são positivos e a < b temos: 
a<boaa<bacal<aboa<ab 


=a<vab<b 
a<boab<b? o o 


Sendo O < a <b temos: 


ado salarb)<Zab sal rab cabo a? cabcsa<b 


(1) 
Como a <b é verdade, a < aa também é verdade. 


dd ps oab<bia sb) e Zab <abrbl Gab<bis aeb 
(1) a+b 


Como a <b é verdade, Pe b também é verdade. 


De (I) e (Il) temos: 
2ab 


Sendoa>0,b>0e ab temos: 


2n2 
Feauao do cao io sabc(asbP o 
a+b (a+b) (a+b) 


(Dj <> 4ab <a? +2ab+b? 0 <a? -2ab+b? 0 <(a-b)? 


Como 0<(a-b)? é verdade, E <ab também é. 


Job <2D o, 2a <asb es 4ab <(a+b)? o 
(I1)j<> 4ab <a? +2ab+b? > 0<a? -2ab+b? 0 <(a-b)? 


Como 0 <(a-b)? é verdade, Vab < + também é. 


- 2ab a+b 
De (I) e (11) vem: Sab <S- 


4.51) 


4.52) 


4.53) 


4.62) 


4.65) 


4.66) 


4.72) 


4.73) 


a) 


b) 


4 q) 2 
4 d) 5 
v d) F 
vV e) V 
v Bv 
V=(7,-7) b) V=8 
V=(17,-1) 
V=(2/2:-242) 
Ejs: 
veia E 
= [25.4 
e] 
ve 25 

58 
V= (4-4) 
ve) 

9 
V=g 
V=(6) 


V=(XeR|-7<x<-4) 
V=(28;-2) 


V=(xeR|x>6vx<-6) 
V=(XeR|xz26vx<-O) 
V=(xeR|-6<x<6) 
V=(xeR|-6<x<6) 


Ve frerpo gua 


Ve frerixe jus) 


e) 6 
9 -9 
9) V 
h) v 
pv 
c) V=(0) 


9) V=(2;-2) 
o) Vela, HS, a 


E o) 
pve) 
wvóltao 
i) v=[ 25) 


) V=0 


b) V=(0;6) 


| 
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o V= [reritexes u 4.80) 
pa =|x+y+2z]s|x+y|+|2] 
ad) V= xeRjisxsi lx +y)+2]<|x+y|+ [2] 
e) VER CR E 
9 V=R [eryl<|xl+ 
VE Ix+y+2)<|x/+|y)+ [2] 
h) V=0 
) V=R- -) 481) Ix+y-(a+b)l=x+y-a-bl=[x-a)+(y-b)l<x-al+|y-b] 
3 [x+y)-(a+b)ls|x-al+|y-b| 

DERA o |x-al<k 
kW V=g |y-bl<k 

5 
Dio Ade 3 [(x+y)-(a+b)|s2k 


474) à) V=(XeR|x<-5vx>9) 


47 41 Capítulo 5 
us 

So 5.4) a) eine an doe b) x=11ey=6 
c) v=[5:5] 11 11 

fones 
VE] 5.5) a) (0:0), (a: b) b) a=[5:-) 


É V=]-6; 
Pit 8 oa 5.6) Da hipótese: ((a); (a; b)) = ((b); (b; a)), como (a; b) = (b; a) segue-se que 
1 7 (a) =(b) e daí a = b; se (a) = (b; a) também a = b. 
c) V=frerixsiur=d) 
ã Ê 5.11) a) ((3;3), (3; 4), (3; 5), (4; 3), (4; 4), (4; 5), (5; 3), (5; 4), (5; 5)) 
b) ((3; 1), (3; 2), (3; 3), (4; 1), (4; 2), (45 3), (5; 1), (5; 2), (55 3) 
e) ((15 1), (1; 2), (1: 3), (2; 1), (2; 2), (2: 3), (3; 1), (3; 2), (3; 3) 
d) re 13), (1,4), (1; 5), (2; 3), (2; 4), (255), (3; 3); (3; 4), (3; 5) 
e) (3,3) 
9 413) (154), (155), (2; 3), (2; 4), (2; am (3; 1), (35 2), (3; 3); (3; 4), (3; 5), 
(4; 1), (4; 2), (4; 3), (5; 1), (5; 2), (5; 3)) 
9) ((1; 3), (2; 3), (3; 3), (4; 3), (5; 3)) 


4.76) a) V=(xeR|x<-4v4<x<6vx>6) 
b) V=xeR|xs-4vx24vx=2) 
o) V=(xeR|-1<x<64Ax+2) 
d) V=(xXe R|-5<xx<24nx4-2) 


|x=yl=|x+(=y)] a 513) a) n 
4.79) a) >|x-y|<|x|+|=y|=|x-y| <|xl+|y|: 2 
Por M,, temos|x+(=y)| <|x/+|-Y| sl slide pool ai | E a 
ad) n 
Ixl=|y=(y=) e) m-m 


=|<|y+|y-*/=> 
Eb nem 


=|y=x2|d=|yl=[x=y]z|«/=)y| 


b 


5.14) A=(1,2;3), B=(2,4) 


o) Ix+yl=|x=(y)lz xl =I=yl = [xl = yl o bx+y] 2 [xl = Iy] 
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5.16) a) 


5.20) a) F o) V 
b) V d) F 
5.21) D(R)= (4), I(R)=B 


aparar 
5.23) pá (2; 1), (4; 2), (6; 3) 


incluídos 


5.27) à) (1,1), (0; 0), (1; 1), (2; 2), (3,3) 
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b) D(R)=(-1,0;1;2;3)=KR) 
o) N=(gy)eZ|x=yn-1<x<3n4-1<y<3) 


5.28) 


5.29) 


5.30) 


5.36) 
5.37) 
5.38) 
5.39) 
5.40) 
5.41) 
5.42) 
5.43) 


5.44) 


5.45) 


a) (5; 0), (3; 4), (4; 3), (0; 5), (3; 4), (-4; 3), (0, 5), 
(3; 4), (4; =3)) 
b) D(R)=(-5;-4;-3;0;3; 4: 5)=1(R) 


O; —5), 


c) É o conjunto constituído por 12 pontos sobre uma circunferência de 


centro na origem e raio 5. 


Ras (112), (270152), (1515253), (25 (1725 3), (35 (1; 253) 


Ro=((1;2) (1,2; 3)) 
Rae Rs 

Ra, Ne Rs 

Ny, Ra, Re Rs 

Rz 

sim 

não (x <x é falso) 

sim 

sim 


a 


by) W=((-1;-2), (0; 0), (1; 2)) 
D(3) = (-1;0; 1); KM) = (-2;0; 2) 
E no V=u(c-a; —1), (0; 0), (2; 1)) 

mo! =((x; y) e AÉ|x=2y) 


b) 1º) R=((-1:-2), (0;=1), (1; 0), (2; 1), (3; 2)) 
2º) D(R)=(-1,0;1;2;3) UR) =(-2;-1,0;1;2) 
Sh) Geil Sr =—1), (1; 0), (0; 1), (1; 2), (2; 3)) 

m!=((x;y) e AP] y=2% ] 


-£ 


3) 19) R=((2:=1), (51; =2), (1,2), (2,1) 
2º) D(R)=(=2;-1;1;2)= KR) 
3) W'=R 


a) W'=AxAen=9 
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5.48) 


5.52) 
5.53) 


5.54) 
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a) sim 
b) med(AC ) = med(BC ) 
c) O gráfico de R! é simétrico ao gráfico de R com relação à bissetriz: 


EA bissetri 
Sá fe 
IR ; 


Em nosso curso de Análise Combinatória está demonstrado que se um 
conjunto A possui m elementos e um conjunto B possui p elementos, o 
número de funções de A em B é dado por p”. 


5.55) a) F b) F c) V [o DRA 
e) V 


Devemos provar que se (a; b) e Ny No então (Db; a) e MU Mo. 
Se (a; b) e MU Wo então (a; b) c R, ou (a; b) e Mo e como e Ry é Mo são E ' 
simétricas: (b; a) e R4 ou (b; a) e Ro e daí (b; a) e MU Ro. 5.56) sim; todo x de A tem imagem x. 


5.61) a) 1(-1;-1), (0, =1), (1; 1), (2; 2) 


aec 
b) (1,12) 
a) A o) (1,12) 
b) (0; 1;4) d) 
o 4 
d) 1 
e) -2;2 
10/71 
5.62) (0) 
5.63) a) 1 b) O c) O d) 1 
5.64) 0;-1 
5.65) sim 
5.66) não 
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Capítulo 6 


6.4) 


6.5) 


6.6 


6.7) 
6.8) 


8.9) 


6.10) 


6.11) 
6.14) 


6.15) 


6.21) 
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a) R 

b) R=-(1,2) 

a) (xe R|x<-20ux>2) 
b) (xe R|x<-20ux>2) 


a) (Xe R|-2<x<2nxz0) 
b) (1) 

c) R 

a) R b) R 

a) XeR|-1<x<1) 

b) Rº 

co) Ri; 


x” 


a) 11) b) a) 


a=0,D(f=Rja>0:D(f=R;a<o; D(f)=R+ 


m=3 


aed 


a) D(f)=[-2; 3]; If) = [-3; 2] 
b) -2,2,0;-3;0 


a) Ay 


D(f) =, (f) = (-3) 


D(f)=1(f)=R 


c) (xe R|x<1oux>2) 
d) (xe R|x<10ux>2) 


c) (xe R|x>2) 
d) (xe R|x>2) 


o) R a) (0) 


c) R (convenção) 


e) (-1,1;3) 
a) [UM 


b) D()=R, If) =(0) 
O gráfico é o eixo Ox 


d) 


D(f) =) = R 


6.22) 
6.23) 


6.24) 


6.25) 


6.26) 
6.27) 


6.28) 


6.36) 


6.44) 


6.45) 


(-2:-7) 


a) 0,1,2;2 
b) 


o) K=(0;1;2) 


a) 


If) = [2; tool 
a) a--Seb-1 


m = 1: não há ponto fixo; m 1:0 ponto fixo é x 


a) 2 b) H ref 


a) m<-1oum>1 Lo 


Para que f(x) = x deve-se ter x > 0: são seus pontos-fixos. 


O zero da função é x = 0. 


a) 2:2;2;7 
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o) Dlh=R=(3hIf=R, 
d) (xe R|x=-20u2<x<3) 


6.46) à) 
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HD = [52:40 


6.47) a) 


x20: f(x) =x 
x<0:f(x)=0 
D(f)=R;I(f)=R+ 


(o) 


b) 


x>1,f6)=x 
x<1; fx) =—x 


D(f) =R = (1) 11) = 1-1; o 


6.48) a) [-2;2] 


f(x) > 0; g(x) = f(x) 
fo) <0; g(x) =0 


o) Kg) = [0; s] 
d) [-2; 0] 


x>0:f(x)=2 
x<0:f(xy)=0 
D(f) = Rº; I(f) = (0,2) 
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6.49) a) 


b) If) = [3, to 


6.50) a) 


Ro [A A Des Amt 
: : 


b) Uh) =[=1,1] 


6.51) 


If) = [2; +o 
desenhe y = 2 e y = |x] e considere a curva que está “por cima”. 
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6.54) a) 


e) 


6.55) a) 


e) 


6.56) a) 


md camiscana aco mal 


6.57) 
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b) D(9 =[1,1] 
Kf9)=[1;2] 


o) 


a) 


b) D(B=[-1,11 
IP) = [0; 1/0 (51) 


E y=tog+1 


y=1(x-1) 


9) 19; 1/0 6-1) 
e) S=D(f) 
) 


9) S=[=;0 
6.58) 


x>1f(g)=x+1 
x=1:f(0)=0 
x<1:f00=-—x—1 


6.59) 


6.63) —1;-1,1 
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6.64) a) 


x 


6.70) m<-40um>4 


6.71) a) Ea e)1e3 
d) q) 93 
RA, 
c) não há zeros 9) não há zeros 
d) O 
6.72) a) 1e5 
b) 1 


c) não há ponto fixo 
6.73) k<-20uk>2 
6.74) k=00uk=1 
6.75) -3<k<3 
6.76) m=0:1 ponto fixo x =1 
m=5: 1 ponto fixo x = 2 


m< 5 : não há ponto fixo 


m> 5 : 2 ponto fixos 
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b) 
y 
ERES 
d) 
y y 
3 x 
ú x 


6.77) 


(sugestão: calcule A e use a relação Va? +b2 .h=a-b) 


6.78) Note que: |f(x) = f(x), se f(x) > 0 e daí S = [5;6] 


6.79) b) bz0:S=(0) 
b=0:S=R-(1,-1) 
6.89) a) emx=2,ym=-—4 
b) emx=2,yu=5 
c) emx=-5,ym=-33 
6.90) m=4 
6.91) m=—1 


6.92) (sugestão: » =-2emm-1<0m= 


6.93) a=1,b=-2ec=3 
6.94) b=-2ec=3 

A2 

4 

6.96) (2:4)e (-1;2) 
6.97) x=y=4 

6.99) 100 

8.100) m=1 


6.95) 


6.101) a) 


5) 


b) 
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6.105) 


k< -s: 2 soluções; k = -- : 3 soluções; ú <k<-1:4 soluções 


k=-—1:3 soluções; -1 <Kk<1;2 soluções; k = 1: 1 solução 


6.102) k > 1: nenhuma solução 
6.106) Note que: (x 1)? =|x-1| 
| 
6.103) 
| 6.107) 
6.104) 6.108) a>0;xy= E=b>0 c<0;b?-4ac>0;a-b+c>0 (faça x=1e note 
quef(1)>0);a+b+c>0;a-2b+4c=0 
6.109) 
| 
| 


If) = [3; 4] 
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6.110) 


6.111) 


6.112) 
6.113) 
6.117) 


6.118) 


6.119) 


6.120) 


6.121) 
6.122) 


6.123) 


6.124) 
6.125) 


6.129) 
6.130) 
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b) R. e) [8; to] 
25 

o fe dede 

Es 

16 


a>0;t<0,b-ac<0:;m?-en>0; cb? - 2mab + na? >0 
-2<m<2 


a) xx<1<x CO) M<x2<6 
b) x <x2<3 d) 3<x<xo 


0O<m<4 


Es 


4 

DD — 
iso 
nBemell 

9 

a<-2 
m<0,-1<xy<1t<2<x<3 
Os<m<ti-i<i<xm<2<3<x 
tem x<-1<1<x<2<3 
Pp<xsq<xs<r 
fa)-f(p) <0—L20 + a2r(o)f(p) < 0 = [af(o)-[af(B)]<0... 


Qstatedl 
2 


a) a>0 b) a<0 


Kb) =[1; tool 


6.131) | 
y | 
XxX 
6.132) 0) +1 
6.133) 
y 
X 


6.134) Note qua asd 
Ko x 


6.135) 


6.136) Desenhe o gráfico de y = [x] e faça uma reflexão em torno de Ox da parte 
do gráfico que está abaixo de Ox. 
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Capítulo 7 


6.137) 
7.5) a) V=(-5;4) b) V=(0;-7) o) V=(4) 
7.6) a) V=(5-2) o) V=(4,8) 
b) V=(0;4) ad) V=(3) 
Epa 
77) v=[ el 
7.8) a) V=(3) b) V=(1) 
7.9) a) V=(5-5) b) V=(0,13) 
8.138) 7.15) à) V=]á; to e) V= 4 tu 
5 b) V=[4; + 9) V=[4 to 
4 o) V=9 9) V=I-o0;4[ 
: d) V=(4) h) V=]-00; 4] 
2 1 7.16) a) V=(XeR|x<-1vx>11) 
; = Ml 
b) ve] 5 a 
i 
Va 7.17) a) V=(xeR|-5<x<2v3<x<5) 
b) V=[-3;6] 
o) V=[-3;€ 
6.139) Rs 5 
x y Pad 7.18) a) V=40; +ol e) Ve fere) 
na Pa by ve [as 
à alo tá 
: | 7.20) à) V= xe R|-1<x<0v7<x<8) 
i ú b) V=(xeR|-2<x<0vi<x<3) 
-3 E gos = Rail e 3 
Noemi 
Ea a 7.21) 3) verem E ond) 
/ à sa b) V=KeR|x>2) 
; ad 
Ea insSaRa 
; “Y =X 793 o 1 9 =18 
aii 23) a) V= xeRIçSxso c) V=]8; +] 
E LORD ED e b) V=8 d) V=[8; tal 
6.141) N 


7.26) a) V=(xe R|x<0vx>4) 
6.142) todos os inteiros são pontos fixos 
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b) V=(kxeR|x<0vx>4) 
co) V=(xeR|x<-2vx>6) 


Eta na É po = da 
(t-g)= to(6)09 


[xd 


7.27) 3) vo [ren prs 28 4,9) 
b) V= [-E s[ 
al Sel IS e 
7.32) EN sia d) K= = 
b) x=5ey=4 e) não é possível 
c) x=6ey=1 f) não é possível 
7.33) a=2eb=3 
847) (1 4) 
Capítulo 8 8.18) a) 4 E) e 
83) frg=((1:4) (2:6),(3:4) Bio Re 
f-g=((1;0), (2; 0), (3; 4) x 
F9=((114) 2:9), 3,0) 819) a) R a) (eo? 
Lane b) R a 
9 co) R 9 x 
8.4) 
8.20) a) R d) |xl 
Vi Má; 5] na Vad 
q q prt o R pp (XY 
f+g f-g teg 8.21) a) Xe R|x<-1vx>1) d) Ixl 
b) R e) R 
Adotamos por definição CD = R. o) xe R|x<-1vx21) 9 x 
85) D(f+g)=R (rg) ()=x +01 a Fpp 
D(f-9)=R (-9)()=x-2-1 Edi 2x1 
D(f-g)=R (E: 9) ()=x(2—1) b) R=(-1) e) R-(1) 
(Ea Rs : f eia ae - 
lana (nc oe E 
1 
89) a) Dt+9)=D(-9)=D( g)=R:0[5)=R-10 1 E Re RES es 
(+ 9)= + Dx; (£=0) 0) = =D; b) Rº o 
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e) (xe R|x>1) 


824) a) R 
b) R* 
c) Rt 


8.25) a) 0,8;-1;12 


b) aioj= [oc x 1 
7 Ea 


8:26) X+S 
2 


827) a) j+2 
») 


8.28) (a-1)d=b(c-1) 


8:29) 1=* 


1 

8.30) -— 
, 4 

8.31) a) 30u-1 

8.32) 52 

8.33) 1 

8.34) a) 3 


b) -2x+3 


C) 2x +15. 
d) 2x+4 
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b) f(3x+4)>3fx) +4 


3x+2 


2x+3 


2 
8.35) 19 (5) 


8.36) a) 11,10;12 
) 2x+1, se x é impar 
2x+3, se x é par 


8.37) a) par 
b) ímpar 
c) par 


8.38) zero 


8.41) Sejax e E; façamos f(x) =y, g(y)=z e h(z)=w 
[ho g)ºf] (69) =(hog) (fo) = (ho g) (y) = hlo(y)] = h(z) = w 


[ho (go 9] (69 = hI(g Of) Q)] = tg [09] = [g(y)] = h(z) = w 


Capítulo 9 


9.8) a) não se classifica 
b) sobre e não in 
c) ine não sobre 


9.9) a) não se classifica 
b) ine não sobre 


c) bijetora 

9.10) a) não se classifica d) não se classifica 
b) sobre e não in e) sobre e não in 
c) bijetora f) sobreenãoin 


9.11) y= ã não é imagem de nenhum x. 


9.12) Não é injetora: O é imagem de infinitos valores de x. f é sobrejetora, pois 
para todo y e CD(f) existe x = 2y, tal que f(x) = y. 


9.43) (5)- f2)= z (não é injetora); (1) = 2 
9.14) não existe x | f(x) = 1; existem 2 valores de x, tal que f(x) = —1. 


9.15) Ra 


9.16) 3 
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9:17) pza p<a p=q 
9.18) 6 
9.19) 6 
9.20) 6 


9.21) Como g é sobrejetora, para todo z e E existe y c E | g(y) = Z; como f é 
sobrejetora, para todo y e E existe x c E tal que fx) =y. 
Logo, para todo z « E existe x e E talque:z = 9(y) = glftx)] = (go (x). 


9.27) FRSRT(M)- 1=b 
a a 


9.28) (a=1eb= O)ou(a=-1eb qualquer) 
9.29) a) FUER SR;F)= 
D) FERRO) = 
o) fURSR E()=x- 
d fixeRix2-95RyF6)=VRa 
e) FURMSRE E )- á, 


E a 1 
3 FR dA Co E 
9.30) a) SRI f(x) A 


b) xex 


931) FURSRP)=|X+1 se x2-1 
x+1 sex<-1 


9.33) m=2 


9.34) f7'(x) = f(x); para que f seja bijetora. 


9.35) a) 


b) Retas encontram o gráfico 
de f em um e somente um 
ponto, portanto a função é 
bijetora. 3 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


Parte | 


11) 


V=10,=1); (1; —4)) 


po pla Lá aq | Pag) | pvcr | (pag=>(pver) 
VM V ln V E V E 
M$ | PV: E V V [5 V ú 
VS | F F V V É 
V Ie F V IE V V 
FER | PV | F F V F F 
| VE: V F V V E 
FS M F F V E f 
Fes F V F V V 

1.3) 

e) 35 

1.4) no 

Parte ll 

11.1 ) aja cio 

Nip a 3 

1.2) a) (xe R|-5<xx<00u5<x<7) 
b) 2 ? 
o) Xe R|-5<x<0ou 2 <x<7) 

1.3) S=(0) 
ES 

11.4) s=[ 5) 

1.5) S=(xeR|x<-5oux>-1) 
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116) vel Ea 3) 

7) (XE DX NE + DOC + 4x + 2x — 2) 

1.8) V=[xeR|-2<x<1vit<x<2) 

11.9) frempesavtaxc vi cactvaad) 


11,10) 4 


Parte III 
n(n+1) 
H1,1) [pot] 


M.2) Co=(x|xeZAxXROj=(X|xe ZA x-0 é divisível por 3)=(,,.,-6,-3,0, 
3,6) 
HL3) a) M=((9;1), (6; 2), (3; 3)) 


b) D(R)=(9;6; 3); (NR) =(1; 2/3) 
o) M'=((1:9), (2:06), (3, 3)) 


1.4) a) (XeR|x<-20U-1<x<0) 
b) Io; OU 0; 21 12; 4[ 


11.5) 
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js uam 


| 
| 


1.7) 


H1,6) 


111.8) 


WL9) f(1)=-1e f(2)=1 (veja ex. 6.112) 
m<01<xy<2<x 
m>0:x<1t<x<2 


11.10) 


4 
M111) > 
) 2 


1.12) p=00u(p>0e-2<a<o0) 
111.13) 


q 100 
111.14) Note que f(x)=—-—— : faça x=1,2,3,..., 100 e some: “22 
) A 09) x x+1 É É s 101 
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vit) S=lxeR ex ou a Sesi 
111.15) 2 


; 1V.12)8; 5-1; 5 +1 
14.14) “e. ya e EC besi-a- se s é racional, então d- 20 é 


7 s+d . E 
racional e fa é racional: absurdo! Etc. 


A? B deve ser um quadrado perfeito; 3/3 42. 


If) = 0; 2] ! 
Parte V 
Parte IV - | x a : 
V.3) Sejam xy e xo dois elementos quaisquer de E e suponhamos que fla) = f(xo); 
IV1) S=(4) como g º f = Te temos: 
Xi = le(x1) = (991) (41) = glfox)] = glftxo)] = (go f) (x9) = Te(x2) = xp 
Iv.2) S= E) O que mostra que f é injetora. 
4 Se x é um elemento qualquer de E, então y = f(x) pertence a F e temos: 
3) Us=g X=Ie(x) = (g 2 f) (x) = glf(x)] = g(y) e daí g é sobrejetora. 
Iv. ms<0:S= 
m=0:S=R, V.4) Seja f uma função bijetora; então F! é uma função de Fem E e o ex. 9.26 
>0:S= 3) mostra que se escolhermos g = f! tem-se: g9ºf=I e fog=I. 
m FARS 


Reciprocamente, suponhamos que a função g satisfaça: 9ºf=IEefog=Ir 
e mostremos que f é bijetora. Se 9ºf=I, então fé injetora (ex. V.3) e se 
—1 
AT | fog=I;, então fé sobrejetora (ex. V.3). 


14.4) s=jxen Sexe 


V.5) Do exercício anterior, basta mostrar que: 
gono(r'og!)=1o 
e(P'ogo(gof=I 
Temos: F'of=Is fof!=1, g!og=Ip e gog'=Ie. 
Então: (Fogo (gof= [(flogVogof = 
comutatividade (ex. 8.41) 


=[P'o(g'ogjof = [P'orof=f'of=Irete. 


14.5) s=[xeR 2 <x<3] 


V.6) S=(XeR|-2<x<0) 


IV.7) Sea<b<a2:2 raizes 
Seb< a: raiz 


V.8) S=(xeR|-1<x<0) 


| V.6) a) 0 b) nk 
| 

| Iv.9) S=(xeR|0<x<810ux> 1296) V7) fO)=1 

| VISTO) 

| V10)S=(xe R|x>-1) 

| V.9) a) R 
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o) If =[1, tel 


V.10) g(x)=c 


VA) à) fo) =| 
b) 


Eles Ee ar En RNA 
== edge 


c) S=(xe Z|xé impar) 
d) [0; 8] 
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